
数学试题答案 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分。 

1．B  2．C  3．A  4．D  5．C  6．B  7．C  8．B 

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。 

9．ABC  10．AB  11．BC  12．BCD 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。 

13．2 3−     14．0.9   15． ( e, )+     16．
13

13
 

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。 

17．（1）
1 1

sin sin
2 2

ABD ADCS S S BD AD ADB DC AD ADC= + =    +   △ △ ，        2 分 

因为 πADB ADC = − ，所以sin sinADB ADC =  ， 

则
1 π 1 π 2

( ) sin 2 sin 2
2 4 2 4 2

S BD DC AD a a= +   =   = = ，所以 2 2a = ．                4 分 

解法二： ABC△ 的高
π

sin 2sin 2
4

h AD ADB=  = = ，               2 分 

所以
1 1

2 2
2 2

S BC h a=  =   = ，则 2 2a = ．                              4 分 

（2）因为 AD是 BAC 的角平分线，所以 BAD DAC = ， 

设 BAD DAC  = = ，则
π

4
ADB DAC C  =  + = + ． 

在 ABD△ 中，因为 2AB AD= = ，所以
π

4
B ADB  =  = + ，                6 分 

由内角和定理，
π π

2 3 π
4 2

B ADB BAD   
 

 + + = + + = + = 
 

，所以
π

6
 = ．        8 分 

在 ABC△ 中，由正弦定理得
sin sin

a c

BAC C
=


，则

π
2sin 2

sin 6
6

πsin
sin

4

c BAC
a

C

 
   = = = ．       10 分 

18．（1）证明：如图，取 BD中点 O，连接 OA，OP． 

因为四边形 ABCD是边长为 2 的菱形， 60BAD = ，所以 ABD△ 、 PBD△ 是边长为 2 的正三角形， 

因为 O是 BD中点，所以OA BD OP BD⊥ ⊥， ，                      2 分 

因为
1

2, 1
2

PD OD BD= = = ，所以
2 2 3OP PD OD= − = ，同理可得 3OA = ，因为 6PA = ， 

所以
2 2 2OP OA PA+ = ，则OP OA⊥ ，由二面角定义可得平面PBD ⊥平面 ABD．               5 分 

或：又因为OP BD⊥ ， ,OA BD 平面 ABD，OA BD O= ，所以OP ⊥平面 ABD， 

因为OP PBD ，所以平面PBD ⊥平面 ABD．                        5 分 

（2）以{ , , }OA OB OP 为正交基底，建立如图所示的空间直角坐标系O xyz− ， 



 

则 (0,0,0), ( 3,0,0), (0,1,0), (0, 1,0), (0,0, 3)O A B D P− ， 

( 3,1,0), ( 3,0, 3), (0,1, 3)AB AP DP= − = − = ，           7 分 

设平面 PAD的一个法向量为 ( , , )n x y z= ， 

由
n AP

n DP

 ⊥


⊥

得
( , , ) ( 3,0, 3) 3 3 0

( , , ) (0,1, 3) 3 0

n AP x y z x z

n DP x y z y z

  =  − = − + =


 =  = + =

， 

令 1x = 得 3, 1y z= − = ，则 (1, 3,1)n = − ，                       10 分 

设直线 AB与平面 PAD所成的角为 ， 

则
| | (1, 3,1) ( 3,1,0) 15

sin | cos , |
5| || | 1 3 1 3 1 0

n AB
n AB

n AB


 −  −
=   = = =

+ +  + +
． 

所以直线 AB与平面 PAD所成角的正弦值为
15

5
．                   12 分 

注：第二问用等积法、综合法等方法解答同样给分． 

19．（1）因为 2( ) 2lnf x ax x= − ，所以
( )22 12

( ) 2 , 0
ax

f x ax x
x x

−
 = − =  ．          1 分 

①当 0a  时， ( ) 0, ( )f x f x  在 (0, )+ 单调递减；                    3 分 

②当 0a  时，由 ( ) 0f x  得
1

0 x
a

  ，由 ( ) 0f x  得
1

x
a

 ， 

所以 ( )f x 在
1

0,
a

 
  
 

上单调递减，在
1

,
a

 
+  

 
上单调递增． 

综上，当 0a  时， ( )f x 在 (0, )+ 单调递减；当 0a  时， ( )f x 在
1

0,
a

 
  
 

上单调递减，在
1

,
a

 
+  

 
上单调递

增．                              6 分 

（2）当 0a  时，
min 

1
( ) ln 1f x f a

a

 
= = +  

 
， 



要证明
1

( ) 2f x
a

 − ，只要证
1

ln 1 2a
a

+  − ，即证
1

ln 1 0a
a

+ −  ，             8 分 

设
1

( ) ln 1, 0a a a
a

 = + −  ，则
2 2

1 1 1
( )

a
a

a a a


−
 = − = ，令 ( ) 0a = 得 1a = ，列表得 

a (0,1)  1 (1, )+  

( )a  −  0 +  

( )a   极小值  

所以 ( ) (1) 0a  = ，即
1

ln 1 0a
a

+ −  ，所以
1

( ) 2f x
a

 − .                  12 分 

20．（1）设等差数列 na 的首项为
1a ，公差为 d，           11 分 

则
5 1

7 1

4 9

7 21 49

a a d

S a d

= + =


= + =
，所以

1 1

2

a

d

=


=
，所以 1 ( 1) 2 2 1na n n= + −  = − ．         3 分 

因为
1 1n nT b += − ，当 1n = 时，

1 1 2 1b T b= = − ，则
2 2b = ，所以

2 12b b= ；              4 分 

当 2n  时， ( )1 1 11 1n n n n n n nb T T b b b b− + += − = − − − = − ，所以
1 2n nb b+ = ， 

则 nb 构成首项为 1，公比为 2 的等比数列，所以
12n

nb −= ． 

（2）因为
2 2

1

(2 1)

2

n
n n

n

a n
c

b −

−
= = ，所以

1 2 3

9 25
1, ,

2 4
c c c= = = ，                   7 分 

当 3n  时，
2 2 2

1 1

(2 1) (2 1) 4 12 1

2 2 2
n n n n n

n n n n
c c+ −

+ − − + −
− = − = ， 

因为

2

2 3
4 12 1 4 8

2
n n n

 
− + − = − − + 

 
在 3n  时单调递减，所以

24 12 1 1 0n n− + −  −  ， 

所以，当 3n  时，
1 0n nc c+ −  ，即

1n nc c + ，所以
1 2 3 4 5c c c c c     ，               11 分 

所以数列 nc 的最大项为
3

25

4
c = ．                      12 分 

注：第二问解方程组
1

1

n n

n n

c c

c c

−

+





得

3 5
2, 2

2 2
n

 
 + + 
 

，结合
*nN 得最大项为

3

25

4
c = 同样给分． 

21．（1）因为每个箱子中放入的奖品个数 满足 ( ) ( 1,2,3,4,5)P n k n n = =  = ， 

所以 (1 2 3 4 5) 1k  + + + + = ，则
1

15
k = ，所以 的概率分布为： 

  1 2 3 4 5 

P 
1

15
 

2

15
 

1

5
 

4

15
 

1

3
 

                                                                                     2 分 



设事件 A为甲能从 1 号箱子中取走一个奖品，则
4 1 3

( ) ( 3) ( 4) ( 5)
15 3 5

P A P P P  =  = = + = = + = ， 

所以甲能从 1 号箱子中取走一个奖品的概率为
3

5
                   4 分 

（2） 0,1,2,3,4X = ，因为甲能从每个箱子中取走一个奖品的概率为
3

5
，所以

3
~ 4,

5
X B

 
 
 

， 

所以

4

4

3 2
( )

5 5

k k

kP X k C

−

   
= =    

   
， 0,1,2,3,4k = ，X的概率分布为： 

X 0 1 2 3 4 

P 
16

625
 

96

625
 

216

625
 

216

625
 

81

625
 

                                                                                        8 分 

所以 X的数学期望为
16 96 216 216 81 12

( ) 0 1 2 3 4
625 625 625 625 625 5

E X =  +  +  +  +  = ． 

或
3 12

( ) 4
5 5

E X =  = ．                                                    9 分 

（3）乙能从箱子中取到奖品必须箱子中最初有 5 个奖品，即乙能从每个箱子中取走一个奖品的概率为

1
( 5)

3
p P = = = ，所以

1
~ 4,

3
Y B

 
 
 

，所以 Y的数学期望为
1 4

( ) 4
3 3

E Y =  = ．               12 分 

22．（1）因为 0b = 所以 2( ) , ( ) 2 , ( ) 2x x xf x e ax f x e ax f x e a = − = − = − ，令 ( ) 0f x = 得 ln 2x a= ， 

则 ( )f x 在 ( , ln 2 )a− 上单调递减，在 (ln 2 , )a + 上单调递增，所以 ( ) (ln 2 ) 2 (1 ln 2 )f x f a a a  = − ． 

①当1 ln 2 0a−  ，即
e

0
2

a  时， ( ) 0, ( )f x f x  在 ( , )− + 上单调递增， 

因为

1
1

(0) 1 0, e 1 0af f
a

 
=  − = −  

 
，所以

1
,0t

a

 
  − 

 
使得 ( ) 0f t = ， 

所以 ( ) | ( ) |g x f x= 在 ( , )t− 上单调递减，在 ( , )t + 上单调递增， 

所以 ( )g x 仅有一个极小值点 x t= ，不合题意．                                   2 分 

②当1 ln 2 0a−  ，即
e

2
a  时， (ln 2 ) 0f a  ． 

设
ln

( ) , e
x

x x
x

 =  ，则
2

1 ln
( ) 0

x
x

x


−
 =  ，所以 ( )x 在 (e, )+ 上单调递减，则

1
( ) (1)x

e
  = ． 

当 ex  时，
ln 1

( ) 1
e

x
x

x
 =   ，所以 lnx x ，因为2 ea  ，所以2 ln 2a a ，则0 ln 2 2a a  ； 

当 ex  时，
ln 1 1

( )
e 2

x
x

x
 =   ，所以

22ln lnx x x = ，则
2ex x ，所以 2 2(2 ) e (2 ) 0af a a = −  ． 

因为 (0) 1 0, (ln 2 ) 0, ( )f f a f x  =   在 ( , ln 2 )a− 上单调递减，在 (ln 2 , )a + 上单调递增， 

所以
1 2(0, ln 2 ), (ln 2 ,2 )x a x a a   ，使 ( ) ( )1 2 0f x f x = = ， 



所以 ( )f x 在 ( )1, x− 上单调递增， ( )1 2,x x 上单调递减， ( )2 ,x + 上单调递增．             4 分 

因为
1

( 1) 0, (0) 1 0, ( ) | ( ) |
e

f a f g x f x− = −  =  = 有两个极小值点， 

所以
3 ( 1,0)x  − 为 ( )g x 的极小值点，且

( )

( )

2

2

2

2 2

2 2

e 0

e 2 0

x

x

f x ax

f x ax

 = − 


 = − =

时，
2x 为 ( )g x 的极小值点， 

所以 ( )2

2 2 2 22 2 0ax ax ax x− = −  ，即
2 2x  ，则 2(2) e 4 0f a= −  ，所以

2e e

2 4
a  ， 

此时， ( )g x 在 ( )3, x− 上单调递减， ( )3 1,x x 上单调递增， ( )1 2,x x 上单调递减， ( )2 ,x + 上单调递增， 

所以，在
3x x= 及

2x x= 处取得极小值，实数 a的取值范围是
2e e

,
2 4

 
 
 

．                6 分 

（2）因为 1b = ，所以 ( ) ( ) ( )1 22 2 2

1 2 1 2 1 2( ) e , e e 2, 0
x xxf x ax x f x f x a x x x x a= − + + = + − + + + =  ． 

则 ( )1 2
2

1 2 1 2 1 2e e 2 2
x x

a x x x x x x + − + − + + =
 

，即 ( ) ( )1 2
2

1 2 1 2 1 2e e 2 2
x x

ax x a x x x x+ + = + − + + ， 

因为
1 2

1 2

2

1 22
1 2e e 2e ,2 2

2

x x

x x x x
ax x a

+
+ 

+    
 

，则 ( ) ( ) ( )
1 2

2 2
2

1 2 1 2 1 22 2e
2

x x
a

a x x x x x x
+

+ − + +  + + ， 8 分 

令
1 2t x x= + ，则 222e 2 0

2

t
a

t t− + −  ，令 22( ) 2e 2, 0
2

t
a

g t t t a= − + −  ， 

则
1 1

2 2
1

( ) e 1, ( ) e 0
2

g t at g t a = − + = −  ，所以 ( )g t 在 ( , )− + 单调递增， 

因为

1
2

e 1 0, (0) 2 0ag g
a

 
 = −  =  
 

，所以 0

2
,0x

a

 
  

 
使得 ( )0 0g x = ， 

所以 ( )g t 在 ( )0, x− 单调递减， ( )0 ,x + 单调递增，                           10 分 

又

2 2
4 4 2

(0) 0, 2e 2 2 e 1 0a ag g
a a a

  
= = − −  − −   

   
， 

所以
4

0t
a
  ，即

1 2

4
0x x

a
 +  ．                     12 分 


