[image: ]杭州二中2022学年第一学期高二年级期末考
数学试卷
本试卷分为第Ⅰ卷(选择题)和第Ⅱ卷(非选择题)两部分，共150分，考试时间120分钟.
第Ⅰ卷(选择题)
一、选择题：本题共8小题，每小题5分，共40分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的.

1. 已知直线斜率等于，则该直线的倾斜角为(    )




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】D
【解析】
【分析】利用直线的斜率的定义及倾斜角的范围即可求解.

【详解】设该直线的倾斜角为，则




由，得，又，所以.
故选：D.

2. 为做好“新冠肺炎”疫情防控工作，我校坚持每日测温报告，以下是某班8名同学的体温记录：36.1，36.3，36.3，36.4，36.4，36.5，36.6，36.7(单位：)，则该组数据的第60百分位数为(    )
A. 36.3	B. 36.4	C. 36.45	D. 36.5
【答案】B
【解析】
【分析】根据第百分位数的概念和计算方法可得答案.
【详解】将8名同学某日上午[image: ]体温记录从小到大排列为：
36.1，36.3，36.3，36.4，36.4，36.5，36.6，36.7，

因为，所以该组数据的第60百分位数为36.4.
故选：B.






3. 已知点和，点在轴上，且为直角，则点坐标为(    )






A. 	B. 或	C. 或	D. 
【答案】B
【解析】




【分析】设点，由为直角，得，然后由列式计算即可.

【详解】由题意，设点，


为直角，，

由，

，





解得或，所以点的坐标为或
故选：B




4. 已知数列是递增的等比数列，，，则公比(    )



A. 	B. 1	C. 	D. 
【答案】C
【解析】




【分析】由方程利用等比数列的性质先求，再代入，联立方程组求出.




【详解】已知，所以，解得，即①；




又，则，即②；又，




由①②得，所以，解得或.


因为数列是递增的等比数列，所以.
故选：C.






5. 已知圆与圆，动圆同时与圆及相外切，则动圆圆心的轨迹为(    )
A. 椭圆	B. 椭圆和一条直线
C. 双曲线和一条射线	D. 双曲线的一支
【答案】D
【解析】





【分析】首先设，根据圆同时与圆及相外切，得到，再结合双曲线的概念即可得到答案.




【详解】圆，，圆心，，




圆，，圆心，，




设，因为圆同时与圆及相外切，

所以，



即的轨迹是以为焦点，的双曲线的左支.
故选：D







6. 已知椭圆，过椭圆的左顶点A作直线，与椭圆和轴分别交于点和点，过原点且平行于的直线与椭圆交于点，则(    )



A. ，，始终成等比数列



B. ，，始终成等比数列



C. ，，始终成等比数列



D. ，，始终成等比数列
【答案】A
【解析】
【分析】联立直线与椭圆方程，结合韦达定理求得弦长，由等比中项性质判断等比数列即可.




【详解】由题意知，直线l斜率存在，设OP方程为，则AM的方程为，则，.




设直线或，则该直线必与椭圆存在交点，设为，


由得，

则，


则直线与椭圆交得的弦长为.


当时，该弦长为；



当时，该弦长为，即.




∵，∴，，成等比数列.
故选：A









7. 在三棱锥中，，，是的中点，满足，则异面直线，所成角的余弦值为(    )




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】D
【解析】




【分析】根据三棱锥的对棱相等可以补成长方体，计算长方体的长宽高，建立空间直角坐标系，利用空间向量的坐标运算即可求得异面直线，所成角的余弦值.





【详解】解：三棱锥中，由于，，则三棱锥可以补在长方体，
[image: ]


则设长方体的长宽高分别为，则，




解得，如图以为原点，分别为轴建立空间直角坐标系，
[image: ]

则，



所以，则，，

所以，



则异面直线，所成角的余弦值为.
故选：D[image: ]





8. 已知双曲线的左焦点为，左顶点为，为左准线上动点，则的最大值为(    )




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】B
【解析】

【分析】根据余弦定理表达出，结合不等式即可求解最值.


【详解】由题意可知： ，左准线方程为 ，



故设，则[image: ]







当在轴上，此时为0，时当不在轴时， 在中，由余弦定理得 



，当且仅当，即时，等号成立，





故的最小值为，由于,故最大为，
故选：B
[image: ]
二、选择题：本题共4小题，每小题5分，共20分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求．全部选对的得5分，部分选对的得2分，有选错的得0分．


9. 不透明的袋子中有5个大小质地完全相同的球，其中3个红球、2个黄球.记为事件“从中任取1个球是红球”，为事件“在有放回随机抽样中，第二次取出1个球是红球”，则(    )


A. 	B. 




C. 事件与是互斥事件	D. 事件与是相互独立事件
【答案】AD
【解析】
【分析】根据题意可知：此实验相当于进行两次独立重复实验，进而判断选项即可求解.



【详解】根据题意可知：两次取球相当于两次独立重复实验，所以事件与是相互独立事件，且，

故选：.





10. 如图所示，在棱长为2的正方体中，，分别为棱和的中点，则(    )
[image: ]



A. 平面	B. 





C. 是平面的一个法向量	D. 点到平面的距离为
【答案】ACD
【解析】


【分析】根据线线平行即可判断A,建立空间直角坐标系，利用向量数量积即可判断线线垂直，即可判断B，根据空间向量求解法向量即可判断C，根据空间距离的向量法即能求出点到平面的距离，从而判断D.








【详解】以为原点，，，所在直线分别为轴，轴，轴建立如图所示的空间直角坐标系，
[image: ]









对于A，由于分别是的中点，所以,平面,平面,故平面，故A正确，







对于B，，故，故与不垂直，进而可得与不垂直，故B错误，



对于C,由，所以，，


设平面的法向量为，

则，





令，则，，所以平面的一个法向量，故C正确，

对于D， 



点到平面的距离为,故D正确，
故选：ACD










11. 如图所示，抛物线的焦点为，过焦点的直线交抛物线于，两点，分别过点，作准线的垂线，垂足分别为，，则(    )
[image: ]




A. ，两点的纵坐标之积为定值	B. 以线段为直径的圆与准线相切



C. 点在以为直径的圆外	D. 直线经过原点
【答案】ABD
【解析】







【分析】选项A，设出的方程与抛物线联立，求两根之积即可得出结论；选项B，求的中点到准线的距离并与弦长的关系进行比较；选项C，通过斜率的关系证明，得到点在以为直径的圆的关系；选项D，通过斜率的关系证明三点共线.




【详解】选项A，设的方程为：，，，



联立，整理得，则，
故选项A正确；





选项B，的中点， 点到准线的距离为,




，所以，即以线段为直径的圆与准线相切，故选项B正确；





选项C，由，，，得，所以，


点在以为直径的圆上，故选项C错误；







选项D，由，，，得，，所以，所以三点共线；

所以直线经过原点，故选项D正确.
故选：ABD.






12. 欧拉函数的函数值等于所有不超过正整数，且与互素的正整数的个数(互素是指两个整数的公约数只有1)，例如，，，则(    )


A. 	B. 数列是递增数列





C. 的前10项中最大项为第3项	D. 的前项和，则
【答案】ABD
【解析】







【分析】根据欧拉函数的定义求出，故A正确；根据欧拉函数的定义求出，由可得数列是递增数列，故B正确；根据数列的第一项大于第三项可知C不正确；根据错位相减法求出，可知，故D正确.













【详解】对于A，所有不超过正整数的正整数有个，其中与不互素的正整数有，，，，，共个，所以所有不超过正整数，且与互素的正整数的个数为个，即，故A正确；
















对于B，所有不超过正整数的正整数有个，其中与不互素的正整数有，，，，，共个，所以所有不超过正整数，且与互素的正整数的个数为个，即，因为，所以，所以数列是递增数列，故B正确；





对于C，由B知，，所以，第一项为，第三项为，，故C不正确；

对于D，由C知，，

则，

，

所以，

所以，

所以，

所以，


所以，因为，

所以，故D正确.
故选：ABD
第Ⅱ卷(非选择题)
三、填空题：本题共4小题，每小题5分，共20分．

13. 双曲线的离心率为___________.

【答案】
【解析】

【分析】依据题意可得，然后根据离心率公式可得结果.


【详解】由题可知：，由

所以离心率

故答案为：



14. 已知数列{}的前n项和为，则该数列的通项公式__________.
【答案】2n+1
【解析】


【分析】由计算，再计算可得结论．


【详解】由题意时，，

又适合上式，

所以．

故答案为：．




【点睛】本题考查由求通项公式，解题根据是，但要注意此式不含，．











15. 在《九章算术》中，将四个面都是直角三角形的四面体称之为鳖臑.如图所示，四面体为鳖臑，平面，，，，分别是棱和上的动点，且，则的长最小为____________.
[image: ]

【答案】
【解析】







【分析】作于点，连接，得到直角三角形,设，由对应线段成比例求出，利用勾股定理表示，求其最小值即可.



【详解】如图，作于点，连接.






因为平面，平面，所以，又，






所以[image: ]，所以平面，又平面，

所以.



又，，所以,




由，得，则，得.



设，，得到，， 



在中， 由，得到，



，当且仅当时，等号成立. 
[image: ]

故答案为：.





16. 在平面直角坐标系中，点的坐标满足，其中，则的最小值为____________.

【答案】
【解析】


【分析】由题可得，由椭圆第二定义有：.




则，即椭圆上一点到点距离与到直线距离之和.






【详解】因点的坐标满足，则，得，，



.则该椭圆的右焦点坐标为，右准线方程为.

则由椭圆第二定义，有，故




，即椭圆上一点到点距离与到直线距离之和.


则距离之和最小值为过的垂直于右准线的垂线段长度，为.

故答案为：.
四、解答题：本题共6小题，共70分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．



17. 已知数列满足，.



(1)求，，；

(2)试猜想数列的通项公式，并用数学归纳法证明.

【答案】(1)    

(2)，证明见解析
【解析】




【分析】(1)首先根据题意得到，再求，，即可.


(2)首先猜想数列的通项公式为，再利用数学归纳法证明即可.
【小问1详解】


由可知，



当时，代入，解得；



当时，代入，解得；



当时，代入，解得；
【小问2详解】


猜想数列的通项公式为.




当时，左边，右边，成立.


(2)假设当时，成立.


则当时，有，


即当时，也成立.


所以对任何都成立.
18. 在一次期中考试后,学校教学处对数学考试情况进行分析,考生的成绩(单位:分)分布大致如下:
	考生数学分数[image: ]区间
	

	

	

	


	比例
	

	

	

	




(1)估计本次数学考试成绩的众数、中位数以及平均数;



(2)为了进一步了解学生的数学学习情况,用按比例分配的分层随机抽样方法,在和两组中抽取7名同学,再从这7名同学中随机抽取2名同学进行访谈,求抽取的这2名同学恰好有1人成绩在内的概率.

【答案】(1)众数:120;中位数:;平均数:115    

(2)
【解析】
【分析】(1)根据表格,根据数字特征的计算公式,计算结果即可;



(2)先根据分组抽样求得和中需要抽取的人数,列举出从中抽取两位同学的所有的可能,找出其中恰好有1人成绩在的结果,利用古典概型的概率公式,即可得出结果.
【小问1详解】

解:由表格可知:众数:120;中位数:;

平均数:;
【小问2详解】



由表格知:中的学生与中的学生比例为: ,


根据分层随机抽样的方法抽取7名学生,则在中抽取2人,分别记作,


在中抽取5人,分别记作,


把“从样本中抽取2名同学恰好有1人成绩在内”记作事件,

用表示抽出的两位同学,则所有的可能性为:







共21种,


其中满足事件的有:

共10种,

故.










19. VEX亚洲机器人比赛是全球两大机器人赛事之一.如图所示，在某次比赛中，主办方设计了一个矩形坐标场地(包含边界和内部，为坐标原点)，长12米，长5米.在处有一只电子狗，在边上距离点米的点处放置机器人，电子狗的运动速度是机器人运动速度的两倍.若电子狗和机器人从起始位置同时出发，在场地内沿直线方向同时达到某点，那么电子狗被机器人捕获，称点为成功点.
[image: ]

(1)求成功点的轨迹方程；







(2)为了记录比赛情况，摄影机从边上某点处沿直线方向往点运动，要求直线与点的轨迹没有公共点，求点纵坐标的取值范围.

【答案】(1)    

(2)
【解析】




【分析】(1)设，，机器人运动速度为，依题意得，整理即可得解；






(2)设直线：，根据直线与点的轨迹没有公共点，则圆心到直线的距离等于半径，即可求出的取值范围，从而求出点纵坐标的取值范围.
【小问1详解】



解：设，，机器人运动速度为，


由题意可得，化简得.


由于点在矩形场地内，则.


所以成功点的轨迹方程为.
【小问2详解】



解：由题意可知直线的斜率存在，不妨设直线：，


直线与点的轨迹没有公共点，


由直线与圆的位置关系可得，解得.


则点纵坐标，


又因为，所以.




20. 如图所示，在正方形中，将沿折起至.
[image: ]

(1)求证：；





(2)记二面角的大小为. 当时，求异面直线和所成角的余弦值的范围.
【答案】(1)证明见解析    

(2)
【解析】



【分析】(1)由线线垂直证平面，再证；
(2)由向量法求异面直线夹角.
【小问1详解】



连接正方形的对角线交于点，连接.


因为四边形是正方形，所以.

由翻折不变性可知.





又因为，平面，所以平面.



因为平面，所以.
[image: ]【小问2详解】



由(1)可知为二面角的平面角，即.







法1(坐标法)：如图，以为原点，为轴正方向，为轴正方向，垂直于平面且向上为轴正方向，建立空间直角坐标系.





不妨设，则，，，，


则，.

所以，


因为，所以.


法2(基底法)：不妨设，则，




以为基底，，，.


因为，，

所以，


因为，所以.



21. 已知数列的首项，且满足.


(1)求数列的通项公式；




(2)设，求数列的前项和.

【答案】(1)    

(2)
【解析】



【分析】(1)根据递推公式可得：是以为首项，为公比的等比数列，利用等比数列的通项公式即可求解；

(2)结合(1)的结论得出，利用分组求和和错位相减法即可求解.
【小问1详解】


由可知，

两边同减1可得， 




因为，所以是以为首项，为公比的等比数列.


所以，即.
【小问2详解】

由(1)可知，

所以





记



两式作差可得

所以.

因此.





22. 已知双曲线：与双曲线：的渐近线相同，且经过点．

(1)求双曲线的方程；











(2)过点的直线与双曲线的右支交于，两点，与轴交于点.设，，求的取值范围.

【答案】(1)    

(2)
【解析】



【分析】(1)根据共渐近线方程设双曲线，代入点即可求得的值，可得双曲线的方程；

(2)根据双曲线与直线的位置关系，求得交点坐标关系，根据向量线性关系列式，即可求得的取值范围.
【小问1详解】


由双曲线C与双曲线的渐近线相同，可设双曲线，


代入，可得，



所以求双曲线的方程为，即.
【小问2详解】





易知直线的斜率存在且不为0，设为，则直线的方程为，则.

设.


联立可得，

方程有两个不同的正根可得


，解得.



记点的横坐标为，即.



由可得，代入双曲线C的方程，可得.


同理可得，由可得.


所以是方程的两个根，

由韦达定理可得.

所以.


令，，

则




令，，则在上单调递增，


所以且.

因此，.
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