
专题一 直线

题型一 直线方程的五种形式及其局限性

⑴直线的点斜式或斜截式不能表示斜率不存在的直线，如果写成 x ky b  就可以表示斜率

不存在的直线。

⑵ 两 点 式 不 能 表 示 斜 率 不 存 在 或 斜 率 为 0 时 的 直 线 ， 写 成

1 2 1 1 2 1( )( ) ( )( )y y x x x x y y     表示任意直线

⑶截距式不能表示截距为 0 与截距不存在的直线，所以要注意设成截距式时出现丢根问题，

相等与截距绝对值相等是两个不同的概念(截距是直线与坐标轴交点的坐标,可正、负、0)

1. 下列命题中的真命题是 ( )

A.经过定点 0 0 0( , )P x y 的直线都可以用方程 0 0( )y y k x x   表示

B. 经 过 任 意 两 个 不 同 的 点 1 1 1 2 2 2( , ), ( , )P x y P x y 的 直 线 都 可 以 用 方 程

1 2 1 1 2 1( )( ) ( )( )y y x x x x y y     表示

C.不经过原点的直线都可以用方程 1x y
a b
  表示

D.经过定点 (0, )A b 的直线都可以用方程 y kx b  表示

【解析】A答案不能表示斜率不存在的直线，C答案不表示平行于 x轴与平行于 y轴的直线，

D答案不表示斜率不存在的直线，选 B

题型二 三点共线

⑴利用两边之和等于第三边

⑵利用斜率相同且过同一点

⑶利用两点求出直线方程，把第三点代入加以验证

⑷利用向量 a b
 

2. 若三点 (2, 2)A 、 ( ,0)B a 、 (0, )( 0)C b ab  共线,则
1 1
a b
 =

【解析】由 ( ,0)B a 、 (0, )C b 两点确定的直线方程为： 1x y
a b
  ，代入 (2, 2)A ，得

1
2



题型三 两直线平行

⑴斜率相等，但截距不等。

⑵在一般式中：直线 0: 1111  CyBxAl 。

0: 2222  CyBxAl ，平行： 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

  ；重合： 1 1 1

2 2 2

A B C
A B C

  。

⑶平行直线系方程： :l 0Ax By C   ，与之平行的直线可设为:
' 0Ax By C   。

3. 设 Ra ,则“ 1a ”是“直线 02:1  yaxl 与直线 :2l 04)1(  yax 平行”

的（ ）

A.充分不必要条件 B.必要不充分条件 C.充分必要条件 D.既不充分也不必要条件

【解析】选 A

题型四 两直线垂直

⑴利用斜率乘积等于－1。

⑵一般式中：直线 0: 1111  CyBxAl , 0: 2222  CyBxAl ，垂直的充要条件是：

02121  BBAA 。

⑶垂直直线系方程： :l 0Ax By C   ，与之垂直的直线可设为：
' 0Bx Ay C   。

4. 已知点 )0,0(O , ),0( bA ,  3,aaB ，若 OAB 为直角三角形，则必有( )

A. 3b a B. 3 1b a
a

  C.  3 3 1 0b a b a
a

     
 

. 3 3 1 0b a b a
a

    

【解析】若 A为直角,A、B纵坐标相等， 3 0b a  ；若 B为直角，由 1 ABOB kk ，

得
3 1 0b a

a
   ,选 C

题型五 距离

⑴点  0 0,x y 到直线 0Ax By C   的距离：
0 0

2 2

Ax By C
d

A B

 




⑵平行直线 1 :l 1 0Ax By C   ; 2 :l 2 0Ax By C   间的距离：
1 2

2 2

C C
d

A B








5. 若直线m被两平行线 1 : 1 0l x y   ， 2 : 3 0l x y   所截得的线段的长为 2 2，则

m 的倾斜角可以是 ①15 ；② 30 ；③ 45 ；④ 60 ；⑤ 75。其中正确答案的序号

是 .（写出所有正确答案的序号）

【解析】 21 , ll 间的距离为 2 ，而直线m被两平行线截得的线段长为 2 2，可知直线

m 与 两 平 行 线 的 夹 角 为 30 ， 直 线 的 倾 斜 角 为 45 ， m 的 倾 斜 角 为 ：

45 30 75 ,45 30 15         ，选①⑤

6. 点 (0 )1， 到直线  1y k x  距离的最大值为 ( )

A.1 B. 2 C. 3 D.2

【解析】选 B

题型六 对称

⑴ 点 关 于 点 对 称 ： 点 0 0( , )P x y 关 于 点 ( , )O a b ( 中 点 ) 的 对 称 点 Q 的 坐 标 为

0 0(2 , 2 )a x b y  。

⑵点关于线对称：利用中、垂两条件建立方程组,(注意特殊点的对称)点 0 0( , )x y 关于直线

0Ax By C   的对称点： 0 0 0 0
0 02 2 2 2( 2 , 2 )Ax By C Ax By Cx A y B

A B A B
   

 
 

。

⑶ 线 关 于 点 对 称 ： :l 0Ax By C   关 于 点 ( , )a b 对 称 的 直 线 方 程 为 ：

(2 ) (2 ) 0A a x B b y C     。

⑷线关于线对称：(转化为特殊点对称)在直线上取一个特殊点，求这个点关于直线的对称点，

再求两条直

线的交点，利用两点式可求对称线的方程。

特例：角的两边关于角分线对称，线关于特殊线( x轴、 y轴、 y x 、 y x  )对称，直

接交换坐标即可。

⑸反射问题均转化为对称问题解决。



7. 已知直线 1: 1 0, : 2 2 0l x y l x y      ，若直线 2 1,l l 关于直线 l对称，则 2l 的方程

为 ( )

A. 2 1 0x y   B. 2 1 0x y   C. 1 0x y   D. 2 1 0x y  

【解析】因为对称轴的斜率为 1，由






1
1

xy
yx

，得     02112  xy ，选 B

8. 如果 0, 0,AC BC  那么直线 0Ax By C   不通过 ( )

A.第一象限 B.第二角限 C.第三象限 D.第四象限

【解析】选 B

9. 已 知 两 条 直 线 1 1 1 0a x b y   和 2 2 1 0a x b y   都 过 点 (1, 2)A , 求 过 两 点

1 1 1 2 2 2( , ), ( , )P a b P a b 的直线的方程.

【解析】 012  yx



专题二 圆

题型一 圆的方程

⑴标准方程：
2 2 2( ) ( )x a y b r    ，圆心  ,a b ，半径 r。

⑵一般方程：
2 2 0,x y Dx Ey F     圆心 ,

2 2
D E   

 
，

2 2 4
2

D E Fr  
 。

1. 圆
2 2 2 8 13 0x y x y     的 圆 心 到 直 线 1 0ax y   的 距 离 为 1 ， 则

a __________

【解析】
3
4



2. 已知 Ra ，方程
2 2 2( 2) 4 8 5 0a x a y x y a      表示圆，则圆心坐标是 ，半

径是 。

【解析】  4,2  ，5

3. 已知圆C的圆心坐标是 (0, )m ，半径长是 r ，若直线 2 3 0x y   与圆 C相切于点

( 2, 1)A   ，则m =___________， r =___________．

【解析】 2 ， 5

4. 若过点(2,1)圆与两坐标轴都相切，圆心到直线 2x-y-3=0 距离为（ ）

A. 5
5

B. 2 5
5

C. 3 5
5

D. 4 5
5

【解析】选 B

5. 求由曲线
2 2x y x y   围成的图形的面积。

【解析】2 

6. 方程
21y x  表示什么曲线?

【解析】上半圆

7. 画出方程
21 1x y   表示的曲线?

【解析】右半圆



题型二 点与圆、线与圆、圆与圆位置关系

⑴点与圆：点到圆心距离为 d ：

ⅰ. d r ，在圆上；ⅱ.d r ，在圆外；ⅲ.d r ，在圆内。

⑵线与圆：圆心到直线的距离为 d ：

ⅰ. d r ，相切； ⅱ.d r ，相离； ⅲ.d r ，相交。

⑶圆与圆：两圆圆心距为 d ，半径分别为 21, rr ：

ⅰ. 21 rrd  ，相离； ⅱ. 21 rrd  ，外切； ⅲ. 2121 rrdrr  ，相交；

iv. 21 rrd  ，内切； v. 21 rrd  ，内含。

1.设点 M（ 0x ,1），若在圆 O: 2 2 1x y  上存在点 N，使得∠OMN=45°,则 0x 的取值范围

是 。

【解析】点M 在圆的切线 1y 上，当  1,1M 时，恰好存在圆上(0,1),(1,0)两个点满足，

由图象M 应向左移动，由对称性可得  1,10 x 。

2.若直线 1x y
a b
  与圆

2 2 1x y  有公共点，则 ( )

A. 2 2 1a b  B. 2 2 1a b  C. 2 2

1 1 1
a b

  D. 2 2

1 1
a b

  1

【解析】利用圆心  0,0 到直线 1x y
a b
  的距离

2 2

1 1
1 1

d

a b

 


，选 D。

3.已知直线 0( 0)ax by c abc    与圆
2 2 1x y  相切，则三条边长分别为 , ,a b c 的

三角形为 ( )

A.锐角三角形 B.直角三角形 C.钝角三角形 D.不存在

【解析】选 B。

4.若直线 y x b  与曲线
23 4y x x   有公共点，则b的范围是 ( )

A. 1,1 2 2    B. 1 2 2,1 2 2    C. 1 2 2,3   D. 1 2,3  

【解析】选 C。



5.若曲线 02: 22
1  xyxC 与曲线 0)(:2  mmxyyC 有四个不同的交点，则实数m

的取值范围是 ( )

A. )
3
3,

3
3( B.

3 3( ,0) (0, )
3 3

  C. ]
3
3,

3
3[

D.
3 3, ,
3 3

   
        
   



【解析】选 B。

6.过点 ( 2,0)引直线 l与曲线
21 xy  相交于 BA, 两点,O为坐标原点,当 AOB 的面

积取最大值时,直线 l的斜率等于 ( )

A.
3
3

B.
3
3

 C.
3
3

 D. 3

【解析】曲线为上半圆， AOBS BA  sin11
2
1

0 ，当  90AOB 时面积最大，

3
3

k ，选 B。

7.与直线 2 0x y   和曲线
2 2 12 12 54 0x y x y     都相切的半径最小的圆的标准

方程是 。

【解析】配方得：
2 2( 6) ( 6) 18x y    ，半径最小的圆是过已知圆圆心  6,6 向直线

2 0x y   作垂线与直线与圆有两交点，以两交点为直径的圆，即
2 2( 2) ( 2) 2x y    。

8.集合 A =   2 2 2 2 2( , ) 4 , ( , ) ( 3) ( 4) ,x y x y B x y x y r       其中 0,r  若 A B

中有且只有一个元素,则 r的值是 。

【解析】3 或 7。

9.圆 4)2( 22  yx 与圆 9)1()2( 22  yx 的位置关系为 ( )

A.内切 B.相交 C.外切 D.相离

【解析】选 B。



题型三 圆上的点到直线距离为定值的点的个数

到直线距离为定值的点的轨迹是与已知直线平行的两条直线，这两条直线与圆的交点的个数

即所求点的个数，即最多四个交点，可能是 0、1、2、3、4，首先计算圆心到直线的距离，

再考虑这个距离与半径的关系，从直观上得到答案。

1.圆
2 2 2 4 3 0x y x y     上到直线 1 0x y   的距离等于 2 的点有 个。

【解析】
2 2 2 4 3 0x y x y     配方得：

2 2( 1) ( 2) 8x y    ，圆心  1, 2  到直线的

距离为 2 ，而半径为 2 2 ，可知两条直线一条过圆心，一条与圆相切，即满足条件的点

有 3 个。

2.已知圆O : 2 2 5x y  ，直线 l : cos sin 1x y   (
π0
2

  )，设圆O上到直线 l的距离

等于 1的点的个数为 k，则 k  。

【解析】4。

3.已知圆
2 2 4,x y  直线 :l y x b  ，当b为何值时，圆

2 2 4x y  上恰有 3 个点到直

线 l的距离都等于 1。

【解析】 2b   。

题型四 圆中弦中点性质

⑴弦中点与圆心连线与弦垂直；

⑵弦的中垂线过圆心。

1.直线 l与圆 04222  ayxyx －＋＋  3a  相交于两点 ,A B，弦 AB的中点为  0,1 ，

则直线 l的方程为 。

【解析】圆心为  1,2 ，圆心与 AB中点确定直线与 l垂直，即 1k  ，直线 l方程为 1y x 

2 设直线 0132  yx 和圆 03222  xyx 相交于点 ,A B，则弦 AB的垂直平分线

方程是 。

【解析】3 2 3 0x y   。



题型五 圆的切线

过圆上一点  0 0,x y 的切线方程：

⑴圆心在坐标原点:
2

0 0. .x x y y r  ；

⑵圆心不在坐标原点的标准方程：
2

0 0( )( ) ( )( )x a x a y b y b r      ；

⑶一般方程: 0 0
0 0. . . . 0

2 2
x x y yx x y y D E F 

     。

※圆
2 2 2x y r  ，点 P 0 0( , )x y ，则方程

2
0 0. .x x y y r  表示的直线与圆的位置关系：







点在圆上,相切

点在圆外,相交

点在圆内,相离

，利用圆心到直线的距离可判断。

几何意义：

⑴点 ),( 00 yxP 在圆外，则
2

0 0. .x x y y r  表示过P作圆两条切线，两切点确定直线方程；

⑵点 P 0 0( , )x y 在圆内，则
2

0 0. .x x y y r  表示过 P作圆割线(无数条)与圆有两交点，过两

交点作圆的切线，两切线交点在一条直线上。

过圆外一点引圆的切线(两条)：方法：设斜率 k，利用点斜式设出直线方程，然后利用圆心

到直线的距离等于 r可确定 k，如果求出一条，存在丢根问题，一定要补上斜率不存在直线。

1.过点 P(2,2)的直线与圆 2 2 5( 1)x y  相切，且与 1 0ax y   垂直，则 a  ( )

A. 1
2

 B.1 C.2 D. 1
2

【解析】选 C。

2.已知点 ),( baM 在圆 2 2 1:O x y  外，则直线 1 byax 与圆O的位置关系是 ( )

A.相切 B.相交 C.相离 D.不确定

【解析】选 B。

3.过点 (3,1)作圆 2 2( 1) 1x y   的两条切线，切点分别为 A、B，则直线 AB 方程为

( )

A. 2 3 0x y   B. 2 3 0x y   C. 4 3 0x y   D.4 3 0x y  

【解析】选 A。



4.过原点O作圆
2 2 6 8 20 0x y x y     的两条切线，设切点分别为 ,P Q，则线段 PQ的

长为 。

【解析】两切点确定的直线方程为： 0 0
0 0 6 8 20 0

2 2
x x y yxx yy  

       求出圆心距

为 1，半径为 5，弦长为 4。

5.已知⊙M： 2 2 2 2 2 0x y x y     ，直线 l：2 2 0x y   ，P为 l上的动点，过点 P

作⊙M的切线 ,PA PB，切点为 ,A B，当 | | | |PM AB 最小时，直线 AB的方程为 ( )

A. 2 1 0x y   B. 2 1 0x y   C. 2 1 0x y   D. 2 1 0x y  

【解析】当 lPM  时，取到最小值，求得  01，P ，选 D。

6.若直线 1ax by  与圆
2 2 1x y  相交，则点 ( , )P a b 与圆的位置关系是 ( )

A.在圆上 B. 在圆外 C.在圆内 D.不能确定

解析】选 B。

题型六 切线长、弦长。

⑴过圆外一点 P 0 0( , )x y 作圆的切线，切点为T ，

则 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0( ) ( )PT x y Dx Ey F x x y y r          ；

⑵弦长=2
2 (r  2弦心距) 。

1.已知圆O的方程是
2 2 2 0x y   ，圆 'O 的方程是

2 2 8 10 0x y x    ，由动点 P向

圆O和圆 'O 所引的切线长相等，则动点 P的轨迹方程是 。

【解析】设 ( , )P x y ，因为切线长相等，即
2 2 2 22 8 10x y x y x      ，得

3
2

x  。

2.过三点  3,1A ,  2,4B ,  7,1 C 的圆交 y轴于 NM , 两点，则 MN = ( )

A.2 6 B.8 C.4 6 D.10

【解析】得圆心为   5,2,1  r ，选 C。

3.已知直线 3 8 0x y   和圆
2 2 2 ( 0)x y r r   相交于 ,A B两点．若 | | 6AB  ，则 r的



值为 。

【解析】5。

4.已知直线 033:  mymxl 与圆 1222  yx 交于 BA, 两点，过 BA, 分别作 l的垂

线与 x轴交于 DC, 两点,若 32AB ,则 CD =_______.

【解析】代入弦长公式得
3
3

m ，直线的倾斜角为 30 ， 4
30cos
32




CD 。

5.直线 1 xy 与圆 03222  yyx 交于 BA, 两点，则 AB 。

【解析】 22 。

6.在平面直角坐标系 xOy中,直线3 4 5 0x y   与圆
2 2 4x y  相交于 ,A B两点，则弦

AB的长等于 ( )

A.3 3 B. 2 3 C.  D.

【解析】选 B。

7.在平面直角坐标系 xOy 中,直线 2 3 0x y   被圆     412 22  yx 截得的弦长

为 。

【解析】
5
552

。

8.已知直线 02  yax 与圆心为 C 的圆     41 22  ayx 相交于 BA， 两点,且

ABC 为等边三角形,则实数 a ________.

【解析】 154a 。

9.已知圆 )0(02: 22  aayyxM 截直线 0 yx 所得线段的长度是 22 ,则圆M

与圆     111: 22  yxN 的位置关系是 ( )

A.内切 B.相交 C.外切 D.相离

【解析】选 B。

题型七 最值问题



⑴定点与圆上点距离最值问题：

点的确定：点与圆心连线与圆有两交点，靠近为最小值点，远离为最大值点；

最值确定：max : ,min : , :d r d r d  定点与圆心距离。

1.已知
2 2 2 4 20 0,x y x y     则

2 2x y 最小值为 。

【解析】30 10 5

2.已知半径为 1的圆经过点 (3,4)，则其圆心到原点的距离的最小值为 ( )

A.4 B.5 C.6 D.7

【解析】选 A

⑵线与圆距离最值问题：

点的确定：

①圆心作线的垂线交圆于两点，靠近为最小值点，远离为最大值点；

②平行移动直线与圆有两切点；

最值确定：

max : ,min : , :d r d r d  圆心到直线距离。

1.在平面直角坐标系中，记 d 为点 )sin,(cos P 到直线 2 0x my   的距离，当 m, 变化

时， d 的最大值为 ( )

A.1 B.2 C.3 D.4

【解析】P 为单位圆上一点，而直线 恒过点 A（2,0），几何意义是 d的最大值为

OA+1=3。

2.圆
2 2 4 4 10 0x y x y     上的点到直线 14 0x y   的最大距离与最小距离的差是

( )

A.36 B.18 C.6 2 D.5 2

【解析】选 C。

3.直线 02  yx 分别与 x轴， y轴交于 A , B 两点，点 P在圆   22 22  yx 上,则

ABP 面积的取值范围是( )



A.  2 6， B.  4 8， C. 2 3 2 
 ， D. 2 2 3 2 

 ，

【解析】选 A

4.在平面直角坐标系 xOy中，以点  0,1 为圆心且与直线 )(012 Rmmymx  相切的

所有圆中，半径最大的圆的标准方程为

【解析】直线恒过定点  1,2  ，当点  0,1 与  1,2  的距离为半径时半径最大，

2max r ,   21 22  yx

5.在平面直角坐标系中， ,A B分别是 x轴和 y轴上的动点，若以 AB为直径的圆C与直线

2 4 0x y   相切，则圆C面积的最小值为 ( )

A.
4
5
 B.

3
4
 C. (6 2 5) D.

5
4


【解析】动圆恒过原点，当原点到直线距离为直径时面积最小，选 A

⑶构造斜率求最值：

形如 0

0

y yz
x x





最值的求法，可看作是圆上的点 ( , )x y  0 0( , )x y 的斜率的范围

1.如果实数 ,x y满足:
2 2( 2) 3,x y   则

y
x
的最大值为

【解析】 3

⑷构造截距求范围

形如: ax by 范围，可设 ,ax by z z  可看作是直线平行移动的截距

1.若直线 y x b  与曲线
21x y  恰有一个公共点，求实数b的取值范围。

【解析】 1 1b   或 2b  

⑸切线长最值：

圆心到动点距离最小或最大时切线长最小或最大。



1.由直线 1y x  上的一点向圆
2 2( 3) 1x y   引切线，则切线长的最小值为 ( )

A.1 B. 2 2 C. 7 D.3

【解析】选 C

⑹弦长最值：

转化为弦心距最值。

1.已知圆的方程为 08622  yxyx ，设该圆过点  3,5 的最长弦和最短弦分别为 AC

和 BD ,则四边形 ABCD的面积为 ( )

A.10 6 B. 20 6 C.30 6 D.40 6

【解析】最长弦为过圆心的弦即直径，最短弦与最长弦垂直，而
1
2ABCDS AC BD  ，选 B

2.过点 )1,1(P 的直线，将圆形区域 4),( 22  yxyx 分两部分，使得这两部分的面积之差

最大，则该直线的方程为 ( )

A. 02  yx B. 01y C. 0 yx D. 043  yx

【解析】选 A

3.过点  1,3 作圆
2 2( 2) ( 2) 4x y    的弦，其中最短的弦长为 。

【解析】 22

4.设m R ，过定点 A的动直线 0x my  和过定点 B的动直线 3 0mx y m    交于

( , )P x y , 则 | | | |PA PB 的最大值是

【解析】可知 P 的轨迹是以  0,0A ，  3,1B 为直径的圆，当 PA=PB时最大为 5

5.已知圆 2 2 6 0x y x   ，过点（1，2）的直线被该圆所截得的弦的长度的最小值为

( )

A.1 B.2 C.3 D.4

【解析】选 B。

6.已知圆
2 2: ( 1) ( 2) 25,C x y    直线 l : (2 1) ( 1) 7 4 0m x m y m      。



（1）求证：直线 l恒过定点。

（2）判断直线 l被圆C截得的弦何时最长、何时最短？并求截得的弦长最短时m的值以及

最短长度。

【解析】（1）恒过定点(3,1)；（2）
3
4

m   ；4 5。

题型八 对称问题

⑴自身对称：

①圆自身关于圆心成中心对称；

②圆关于任意一条直径成轴对称。

1.已知圆 :C 2 2 2 3 0x y x ay     ( a为实数)上任意一点关于直线 : 2 0l x y   的

对称点都在圆C上，则 a  。

【解析】-2。

2.已知直线  Raayxl  01: 是圆 :C 2 2 4 2 1 0x y x y     的对称轴，过点

 aA ,4 作圆C的一条切线，切点为 B，则 AB = ( )

A.2 B. 4 2 C.6 D. 2 10

【解析】选 C。

⑵圆关于点(或线)的对称

只对称圆心即可，转化为点关于点(或点关于线)对称。

1.已知圆 1C :
2( 1)x   2( 1)y  =1，圆 2C 与圆 1C 关于直线 1 0x y   对称，则圆 2C 的方

程为（ ）

A. 2( 2)x  +
2( 2)y  =1 B. 2( 2)x  +

2( 2)y  =1

C. 2( 2)x  +
2( 2)y  =1 D. 2( 2)x  +

2( 2)y  =1

【解析】只对称圆心，圆 1C 圆心为  1,1 ，关于 1 0x y   对称点坐标为  2, 2 ，选 B

2.圆
2 2( 2) 5x y   关于原点  0,0 对称的圆的方程为 ( )



A. 2 2( 2) 5x y   B. 2 2( 2) 5x y   C. 2 2( 2) ( 2) 5x y   

D. 2 2( 2) 5x y  

【解析】选 A。

3.已知圆    2 2
1 : 2 3 1C x y    ，圆    2 2

2 : 3 4 9C x y    ， ,M N 分别是圆 1 2,C C

上的动点， P为 x轴上的动点，则 PM PN 的最小值为 ( )

A.5 2 4 B. 17 1 C.6 2 2 D. 17

【解析】其中一个圆关于 x轴对称，两圆心连线与 x轴的交点为所求点，连线距离减去两圆

半径之和为最小值，选 A。

4.一条光线从点  3,2  射出，经 y轴反射后与圆     123 22  yx 相切，则反射光线

所在直线的斜率为 ( )

A.
3
5

 或
5
3

 B.
2
3

 或
3
2

 C.
4
5

 或
5
4

 D.
3
4

 或
4
3



【解析】选 D。



专题三 圆锥曲线方程

椭圆：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    表示焦点在 x轴的椭圆标准方程；
2 2

2 2 1( 0)y x a b
a b

    表

示焦点在 y轴的椭圆标准方程。

判断焦点所在轴秒杀方法：分母大的为焦点所在轴。

几何性质：①关于 x轴、y轴成轴对称图形，关于原点成中心对称图形。

②
2 2 2a b c  ，下图中对应的特征直角三角形．．．．．．．．．．．．． 22OFB 。

应用：作图法找椭圆的焦点：以短轴的两个端点为圆心．．．．．．．．．．．，．以半长轴为半径作圆．．．．．．．．．，．与长轴的两．．．．．

个交点为椭圆的焦点。．．．．．．．．．．

双 曲 线 ：
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    表 示 焦 点 在 x 轴 上 双 曲 线 的 标 准 方 程 ；

2 2

2 2 1( 0, 0)y x a b
a b

    表示焦点在 y轴的双曲线标准方程。

判断焦点所在轴秒杀方法：系数为正的为焦点所在轴。

几何性质：

①关于 x轴、y轴成轴对称图形，关于原点成中心对称图形。

②
2 2 2c a b  ，特征三角形：原点、虚轴端点、实轴端点构成的直角三角形；

抛物线：①焦点在 x轴上：
2 2y px  ;

②焦点在 y轴上：
2 2x py  ( 0)p  ， p表示焦点到准线的距离。

判断焦点所在轴秒杀方法：一次对应焦点所在轴。

③焦点坐标: ,0
2
p  

 
或 0,

2
p  

 
。

④准线方程:
2
px   或

2
py   。



题型一 确定圆锥曲线的形状

1.“ 0m n  ”是“方程
2 2 1mx ny  ”表示焦点在 y轴上的椭圆”的 ( )

A.充分而不必要条件 B.必要而不充分条件

C.充要条件 D.既不充分也不必要条件

【解析】椭圆方程可化为： 111

22



n

y

m

x
，如焦点在 y轴上，只需 011


mn

，即 0 nm ，

所以是充要条件，选 C。

2.若 Rk ，则“ 3k ”是“方程 1
33

22





 k

y
k
x

表示双曲线”的 ( )

A.充分不必要条件 B.必要不充分条件

C.充要条件 D.既不充分也不必要条件

【解析】方程表示双曲线只需    033  kk ，即 3k 或 3k ，所以是充分不必要条

件，选 A。

3.已知方程 1
3 2

2

2

2





 nm

y
nm

x
表示双曲线，且该双曲线两焦点间的距离为 4，则 n的取

值范围是 ( )

A.  3,1 B.  3,1 C.  3,0 D.  3,0

【解析】可知焦点在 x轴上， 1,443 2222  mmnmnm ，需 03,01  nn ，

选 A。

4.已知曲线 2 2: 1C mx ny  ( )

A.若 m>n>0，则 C是椭圆，其焦点在 y轴上

B.若 m=n>0，则 C是圆，其半径为 n

C.若 mn<0，则 C是双曲线，其渐近线方程为
my x
n

  

D.若 m=0，n>0，则 C是两条直线

【解析】选 A、C、D。



题型二 求圆锥曲线方程

1.已知双曲线C ：
2 2

2 2 1x y
a b

  ( 0,0  ba )的一条渐近线方程为
5
2

y x ,且与椭圆

2 2

1
12 3
x y

  有公共焦点，则C的方程为 ( )

A.
2 2

1
8 10
x y

  B.
2 2

1
4 5
x y

  C.
2 2

1
5 4
x y

  D.
2 2

1
4 3
x y

 

【解析】由椭圆方程得 3c ，由渐近线得
2
5


a
b

， 2,5  ab ，选 B。

2.已知双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

和椭圆 1
916

22


yx

有相同的焦点，且双曲线的离心率是椭圆离心

率的两倍，则双曲线的方程为 。

【解析】由椭圆方程得 72 c ，
4
7

e ，所以双曲线的离心率为
2
7
， 3,4 22  ba ，

由双曲线的方程为： 1
34

22


yx

。

3.已知抛物线 xy 82  的准线过双曲线 )0,0(12

2

2

2

 ba
b
y

a
x

的一个焦点，且双曲线的离

心率为 2，则该双曲线的方程为 。

【解析】抛物线的准线为 2x ，所以双曲线中 2c ，由离心率为 2得 1a ，焦点在 x轴

上，所以双曲线的方程为 1
3

2
2 

yx 。

4.下图是抛物线形拱桥，当水面在 l时，拱顶离水面 2 米，水面宽 4 米，水位下降 1 米后，

水面宽 米。



【解析】设拱桥所在抛物线的方程为 pyx 22  ，将点  2,2  代入得 1p ，转化为求点

 3,x 中的 x，将点  3,x 代入抛物线 yx 22  中可得 6x ，即水面宽为 62 米。

题型三 求圆锥曲线方程中的量

1.若抛物线 pxy 22  焦点是椭圆 1
3

22


p
y

p
x

一个焦点，则 p = ( )

A.2 B.3 C.4 D.8

【解析】
4

3
2ppp  ， 8p ，选 D。

2.已知等轴双曲线 C的中心在原点，焦点在 x轴上，C与抛物线 xy 162  的准线交于 A、B

两点， 34AB ，则 C的实轴长为 ( )

A. 2 B. 22 C.4 D.8

【解析】设等轴双曲线方程为
222 ayx  ，抛物线准线方程为 4x ，解得 2a ，选 C。

3.设 AB是椭圆的长轴，点C在椭圆上，且
4


CBA ，若 2,4  BCAB ，则椭圆的

两个焦点之间的距离为 。

【解析】由 4AB 得 2a ，由
4


CBA 与 2BC 得 C  1,1 ， 6
3
4

代入椭圆

1
4 2

22


b
yx

得
3
42 b ，

3
82 c ， c2 = 6

3
4

。

4.曲线
2 2

1( 6)
10 6
x y m
m m
  

 
与曲线

2 2

1(5 9)
5 9
x y m
m m
   

 
的 ( )

A.焦距相等 B.离心率相等 C.焦点相同 D.准线相同

【 解 析 】
2 2

1( 6)
10 6
x y m
m m
  

 
表 示 焦 点 在 x 轴 上 的 椭 圆 ，

2 2

1(5 9)
5 9
x y m
m m
   

 
表示焦点在 y轴上的双曲线



化简为
2 2

1(5 9)
5 9

x y m
m m

    
 

，可知焦距相等，选 A。

5.0
4
  ，则双曲线

2 2

1 2 2: 1
cos sin
x yC
 
  与

2 2

2 2 2 2: 1
sin sin tan
y xC
  
  的 ( )

A.实轴长相等 B.虚轴长相等 C.焦距相等 D.离心率相等

【解析】由方程得 1
1

cos
e


 ，

 2 2

2

sin 1 tan 1
sin cos

e
 

 


  ，选 D。

6.若实数 k满足0 9k  ，则曲线
2 2

1
25 9
x y

k
 


与曲线

2 2

1
25 9
x y
k
 


的 ( )

A.焦距相等 B.实半轴长相等 C.虚半轴长相等 D.离心率相等

【解析】
2 2

1
25 9
x y

k
 


表示焦点在 x轴上的双曲线，

2 2

1
25 9
x y
k
 


表示焦点在 x轴上的

双曲线，可知焦距相等，选 A。

7.曲线
2 2

1
25 9
x y

  与曲线
2 2

1
25 9
x y
k k
 

 
的 ( )

A.长轴长相等 B.短轴长相等 C.离心率相等 D.焦距相等

【解析】当 9k 时，
2 2

1
25 9
x y
k k
 

 
表示焦点在 x轴上的椭圆，两曲线焦距相等；当

925  k 时，
2 2

1
25 9
x y
k k
 

 
可化为 1

925

22





 k

y
k

x
，表示焦点在 x轴上的双曲线，

两曲线焦距相等，选 D。

8.设 O为坐标原点，直线 x=a与双曲线 C：
2 2

2 2
x y
a b

=l(a>0，b>0)的两条渐近线分别交于 D，

E两点．若△ODE的面积为 8，则 C的焦距的最小值为 ( )

A.4 B.8 C.16 D.32

【解析】 82
2
1

 abbaS , 162222  abbac , 8)2( min  c ，选 B。



专题四 圆锥曲线定义

题型一 利用椭圆定义解题

动点到两定点(距离为2c )距离之和为定值( 2a )的点的轨迹

① ca 22  ，椭圆；

② ca 22  ，两定点确定的线段；

③ ca 22  ，无轨迹。

焦半径公式： 01 exaPF  ， 02 exaPF  (左加右减)

二级结论：

过抛圆的一个焦点作弦．．．．．．．．．．AB．．,．与另一个焦点．．．．．．F．构造三角形．．．．．FAB．．．，则．．FAB．．．周长等于．．．．4．a

1.设 P是椭圆
2 2

1
25 16
x y

  上点，若 21,FF 是椭圆两个焦点，则 1 2PF PF 等于( )

A.4 B.5 C.8 D.10

【解析】利用椭圆的定义得 1 2PF PF = 102 a ，选 D。

2.已知椭圆C：
2 2

1
9 4
x y

  ，点 M与 C的焦点不重合，若M 关于C的焦点的对称点分别

为 BA, ，线段MN 的中点在C上，则 | | | |AN BN  。

【解析】如图, 22QFBN  ， 12QFAN  ， | | | |AN BN  124)(2 21  aQFQF 。

3.设 1F 、 2F 为椭圆 C： 1
2036

22


yx

的两个焦点，M为 C上一点且在第一象限，若 21FMF

为等腰三角形，则 M的坐标为 。

【解析】 8
3
262 00211  xexacFFMF ， 30 x ，代入得 M  15,3



4.在平面直角坐标系 xOy中，椭圆C的中心为原点，焦点 1 2,F F 在 x轴上，离心率为
2
2

，

过 1F 直线 l交C于 ,A B两点，且 2ABF 周长为 16，那么C方程为

【解析】 4,164  aa ，得方程为：
2 2

1
16 8
x y

 

5.已知 21 FF、 为椭圆 1
925

22


yx

的两个焦点，过 1F 的直线交椭圆于 ,A B 两点，

1222  BFAF ,则 AB =

【解析】 8124  aAB

6.已知 ABC 的顶点 ,B C 在椭圆
2

2 1
3
x y  上，顶点 A是椭圆的一个焦点，且椭圆的另外

一个焦点在 BC边上，则 ABC 的周长是 ( )

A. 2 3 B.6 C. 4 3 D.12

【解析】周长为： 344 a ，选 C

7.已知椭圆C :
2 2

2 2 1x y
a b

  ( 0)a b  的左、右焦点为 1F 、 2F ，离心率为
3
3

，过 2F 的直

线 l交C于 BA, 两点，若 1AF B 的周长为 4 3，则C的方程为 ( )

A.
2 2

1
3 2
x y

  B.
2

2 1
3
x y  C.

2 2

1
12 8
x y

  D.
2 2

1
12 4
x y

 

【解析】 344 a ， 3a ， 2,1  bc ，选 A

8.已知经过椭圆
2 2

1
25 16
x y

  的右焦点 2F 作垂直于 x轴的直线 AB，交椭圆于 BA, 两点， 1F

是椭圆的左焦点。（1）求 1AF B 的周长；

（2）如果 AB不垂直于 x轴， 1AF B 的周长有变化吗？为什么？

【解析】（1）20；（2）不变。



题型二 利用双曲线定义解题

1.双曲线上任意一点到两焦点距离之差的绝对值是常数 2a。

2.注意定义中两个加强条件：①绝对值； ② 2 2a c 。

3.加绝对值表示两支(或两条),不加绝对值表示一支(或一条)。

4.①当 2 2a c 时，表示双曲线；②当 2 2a c 时，表示以两定点为端点向两侧的射线；③

当 2 2a c 时，无轨迹。

5.当 2 0a  时，表示两定点的中垂线。

1.已知双曲线 122  yx ，点 21 ,FF 为其两个焦点，点 P为双曲线上一点，若 21 PFPF  ，

则 21 PFPF  的值为 。

【解析】 ,8,2 2
2

2
121  rrrr 得 21 PFPF  = 32 。

2.设椭圆 1C 的离心率为
13
5

，焦点在 x轴上且长轴长为 26，若曲线 2C 上的点到椭圆 1C 的两

个焦点的距离的差的绝对值等于 8，则曲线 2C 的标准方程为 ( )

A. 1
34 2

2

2

2


yx

B. 1
513 2

2

2

2


yx

C. 1
43 2

2

2

2


yx

D. 1
1213 2

2

2

2


yx

【解析】由双曲线定义得 4a ， 5c ， 3b ，选 A。

3.双曲线C离心率为 2，焦点为 1F 、 2F ，点 A在C上，若 1 22F A F A ，则 2 1cos AFF ( )

A.
1
4

B.
1
3

C.
2
4

D.
2
3

【解析】由双曲线定义得： aAFAF 221  ， 1 22F A F A ， aAFaAF 2,4 21  ，

acFF 4221  ，由余弦定理得： 2 1cos AF F 
4
1
，选 A。

4.若双曲线
2 2

: 1
9 16
x yE   的左、右焦点分别为 1F 、 2F ，点 P在双曲线 E上，且 31 PF ，

则 2PF 等于( )

A.11 B.9 C.5 D.3

【解析】由双曲线定义得： 92 PF ，选 B。



5.已知点O（0，0），A（–2，0），B（2，0）．设点P满足|PA|–|PB|=2，且P为函数 23 4y x 

图象上的点，则|OP|= ( )

A. 22
2

B. 4 10
5

C. 7 D. 10

【解析】利用定义知 P 是双曲线 1
3

2
2 

yx 右支与椭圆  01
436

22

 yxy
的交点，

联立得选 D

二级结论：过双曲线的一个焦点作弦．．．．．．．．．．．AB．．（．交到同一支上．．．．．．）．，．与另一个焦点．．．．．．F．构造三角形．．．．．FAB．．．，．

则．FAB．．．的周长等于．．．．．4．a +2．．AB．．。．

1.已知 F 为双曲线 1
169

:
22


yxC 的左焦点， QP, 为C上的点，若 PQ的长等于虚轴长的

2倍，点  0,5A 在线段 PQ上，则 PQF 的周长为 。

【解析】 4424  PQa

2.过双曲线
2 2

1
4 3
x y

  左焦点 1F 的直线交双曲线的左支于 NM , 两点， 2F 为其右焦点，则

2 2MF NF MN  的值为 。

【解析】 2 1 2MF MF a  ①， 2 1 2NF NF a  ②

①+②可得 2 2MF NF MN  =4a，而 2a  ，等于 8

3.已知双曲线
2 2

2 2 1x y
a b

   0, 0a b  的左、右焦点分别为 1 2,F F ，过 1F 的直线与左支相

交于 ,A B两点，如果 2 2 2AF BF AB  ，那么 AB = 。

【解析】 a4



题型三 利用抛物线定义解题

抛物线：到定点(焦点)距离等于到定直线(准线)距离

图形

标准方程 2 2 ( 0)y px p  )0(22  ppxy 2 2 ( 0)x py p  )0(22  ppyx

对称轴 x轴 x轴 y轴 y轴

焦半径 0 2
pPF x 

20
pxPF  0 2

pPF y  0 2
pPF y  

几何意义 参数 p表示焦点到准线的距离， p越大，开口越开阔。

1.以抛物线 C 的顶点为圆心的圆交 C 于 BA, 两点，交 C 的准线于 ED, 两点，已知

AB =4 2， DE = 2 5，则C 的焦点到准线的距离为 ( )

A.2 B.4 C.6 D.8

【解析】 AA pxyAM 28,22  ，
p

xA
4

 ， 816
2 p

=
4

5
2

22 pONDN  ，

4p ，选 B。

2.抛物线
24y x 上的一点M 到焦点的距离为 1，则点M 的纵坐标是 ( )

A.
16
17

B.
16
15

C.
8
7

D.0

【解析】由抛物线定义可知： 1
16
1
y ，选 B。



3.设抛物线 2 8y x 上一点 P到 y轴的距离是 4，则点 P到该抛物线焦点的距离是( )

A.4 B.6 C.8 D.12

【解析】选 B。

4.已知 F 是抛物线
2y x 的焦点， ,A B是该抛物线上的两点， =3AF BF ，则线段 AB

的中点到 y轴的距离为 ( )

A.
3
4

B.1 C.
5
4

D.
7
4

【解析】由抛物线定义可知： 3
4
1

4
1

21  xx ，选 C。

5.已知A为抛物线C:y2=2px（p>0）上一点，点A到C的焦点的距离为12，到y轴的距离为9，

则p= ( )

A.2 B.3 C.6 D.9

【解析】12=9+
2
p
， 6p ，选C。

6.设抛物线的顶点为 O，焦点为 F ，准线为 l．P是抛物线上异于O的一点，过 P作 PQ l

于Q，则线段 FQ的垂直平分线 ( )

A.经过点O B.经过点 P C.平行于直线OP D.垂直于直线OP

【解析】选 B。

7.椭圆 C1：
2 2

2 2 1x y
a b

  (a>b>0)右焦点 F与抛物线 C2焦点重合，C1中心与 C2的顶点重合．过

F且与 x轴重直的直线交 C1于 A，B两点，交 C2于 C，D两点，且|CD|=
4
3
|AB|．

（1）求 C1的离心率；

（2）若 C1的四个顶点到 C2的准线距离之和为 12，求 C1与 C2的标准方程．

【解析】（1）由已知可设 2C 的方程为 2 4y cx ，其中 2 2c a b  .

不妨设 ,A C在第一象限，由题设得 ,A B的纵坐标分别为
2b
a

，
2b
a

 ； ,C D的纵坐标分别

为 2c， 2c ，
22| | bAB
a

 ，| | 4CD c .由
4| | | |
3

CD AB 得
284

3
bc
a

 ，即
23 2 2( )c c

a a
   ，



解得 2c
a
  （舍去），

1
2

c
a
 .所以 1C 的离心率为

1
2
.

（2）由（1）知 2a c ， 3b c ，故
2 2

1 2 2: 1
4 3
x yC
c c

  ，所以 1C 的四个顶点坐标分别为

(2 ,0)c ，( 2 ,0)c ，(0, 3 )c ，(0, 3 )c ， 2C 的准线为 x c  .由已知得3 12c c c c    ，

即 2c  .所以 1C 的标准方程为
2 2

1
16 12
x y

  ， 2C 的标准方程为 2 8y x .

8.已知椭圆 C1：
2 2

2 2 1x y
a b

  (a>b>0)的右焦点 F与抛物线 C2的焦点重合，C1的中心与 C2

的顶点重合．过F且与 x轴垂直的直线交C1于A，B两点，交C2于C，D两点，且
4
3

CD AB ．

（1）求 C1的离心率；

（2）设 M是 C1与 C2的公共点，若|MF|=5，求 C1与 C2的标准方程．

【解析】（1）由已知可设 2C 的方程为 2 4y cx ，其中 2 2c a b  .不妨设 ,A C在第一象

限，由题设得 ,A B的纵坐标分别为
2b
a

，
2b
a

 ； ,C D的纵坐标分别为 2c， 2c ，故

22| | bAB
a

 ，| | 4CD c .由
4| | | |
3

CD AB 得
284

3
bc
a

 ，即
23 2 2( )c c

a a
   ，解得 2c

a
 

（舍去），
1
2

c
a
 .所以 1C 的离心率为

1
2
.

（2）由（1）知 2a c ， 3b c ，故
2 2

1 2 2: 1
4 3
x yC
c c

  ，设 0 0( , )M x y ，则
2 2
0 0
2 2 1

4 3
x y
c c

  ，

2
0 04y cx ，故

2
0 0
2

4 1
4 3
x x
c c

  .①由于 2C 的准线为 x c  ，所以 0| |MF x c  ，而

| | 5MF  ，故 0 5x c  ，代入①得
2

2

(5 ) 4(5 ) 1
4 3
c c
c c
 

  ，即 2 2 3 0c c   ，解得 1c  

（舍去）， 3c  .所以 1C 的标准方程为
2 2

1
36 27
x y

  ， 2C 的标准方程为 2 12y x .

二级结论：焦点在．．．x轴上的圆锥曲线．．．．．．．,．曲线上的点到同一个焦点的距离成等差数列．．．．．．．．．．．．．．．．．．．，．则横坐．．．



标成等差数列，反过来亦成立。．．．．．．．．．．．．．．

1.已知抛物线
2 2 ( 0)y px p  的焦点为 F ，点  111 , yxP ,  222 , yxP ,  333 , yxP 在抛物线

上,且 2 1 32x x x  ,则有 ( )

A. 1 2 3FP FP FP  B.
2 2 2

1 2 3FP FP FP 

C. 2 1 32 FP FP FP  D.
2

2 1 3FP FP FP ·

【解析】 2 1 32x x x  可知焦半径成等差数列，选 C.

二级结论：一般情况下，抛物线中已知到焦点的距离需转化为到准线的距离，已知到准线．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．

的距离需转化为到焦点的距离。．．．．．．．．．．．．．．

1.已知抛物线C：
2 8y x 的焦点为 F ，准线为 l，P是 l上一点，Q是直线 PF 与C的一

个交点，若 4FP FQ
 

，则 | |QF = ( )

A.
7
2

B.
5
2

C.3 D.2

【解析】利用相似成比例与抛物线上的点到焦点的距离等于到准线距离，得 | |QF =3，选 C。

2.已知 F 是抛物线 :C 2 8y x 的焦点，M 是C上一点，FM 的延长线交 y 轴于点 N ，若

M 为 FN 的中点，则 FN = 。

【解析】 2 8y x 则 4p  ，焦点为  2 0F ， ，准线 : 2l x   ，如图，M 为 F 、 N中点，知

线段 BM 为梯形 AFNC的中位线，∵ 2CN  ， 4AF  ，∴ 3MB ，又由定义知 MFMB  ，

且 MN NF ， 6 FN 。



二级结论：作过抛物线焦点且倾斜角为．．．．．．．．．．．．60°或．120°弦，两段焦半径分别为：．．．．．．．．．．．
2p2p,
3

。

1.过抛物线 xyC 4: 2  的焦点 F ，且斜率为 3直线交C于点M (M 在 x轴上方)，l为C

准线，点 N 在 l上且 lMN  ，则M 到直线 NF 距离为 ( )

A. 5 B. 22 C. 32 D. 33

【解析】斜率为 3可知 MNF 为边长为 4 的等边三角形，则 NF = 32 ，选 C

2.设抛物线
2 8y x 的焦点为 F ，准线为 l , P为抛物线上一点，PA  l，A为垂足，如果

直线 AF 的斜率为 3 ，那么 PF = ( )

A. 4 3 B.8 C.8 3 D.16

【解析】由二级结论知选 B

3.设O是坐标原点，F 是抛物线
2 2 ( 0)y px p  的焦点，A是抛物线上的一点，FA


与 x

轴正向的夹角为 60 ，则 OA


为 。

【解析】由二级结论得
21
2

p

4.抛物线
2 4y x 的焦点为F ，准线为 l，经过F 且斜率为 3的直线与抛物线在 x轴上方

的部分相交于点 A， AK l⊥ ，垂足为K，则 AKF△ 的面积是 ( )

A.4 B.3 3 C.4 3 D.8

【解析】由二级结论得 4 3

5.斜率为 3的直线过抛物线 C：y2=4x的焦点，且与 C交于 A、B两点，则 AB = 。

【解析】
3
16



专题五 焦点三角形

椭圆上任意一点 P与两焦点 1F 、 2F 构成的三角形： 1 2PF F

题型一 焦点三角形周长及顶角的范围

①焦点三角形周长为定值： 2( )a c 。

② 1 2 ,F PF   当点 P靠近短轴端点时 增大，当点 P靠近长轴端点时 减小；与短轴端

点重合时 最大。

注：椭圆中端点三角形(长轴两端点与椭圆上一点构成)当 P 在短轴端点时顶角最大。

1.设 A、B是椭圆C 1
3

23


m
yx

长轴的两个端点，若C上存在点M 满足  120AMB ，

则m的取值范围是 ( )

A.    ,91,0  B.    ,93,0  C.    ,41,0  D.    ,43,0 

【解析】当0 3m  时，椭圆的焦点在 x轴上，

要使 C 上存在点 M 满足 120AMB  
，则需 tan 60 3a

b
  ，即

3 3
m

 ，得

0 1m  ；

当 3m  时，椭圆的焦点在 y轴上，

要使 C上存在点 M满足 120AMB  
，则 tan 60 3a

b
  ，即 3

3
m

 ，得 9m  。

故 m的取值范围为    ,91,0  ,选 A。



题型二 焦点三角形面积

焦点三角形面积：
21 2 tan

2 2
S c y c y b 
      （求坐标范围或到坐标轴距离的范围

时。）= sin
2
1

21rr 求 21rr 或 21 rr  时。）， max ,S bc 即 P与短轴端点重合时面积最大。

1.已知 1F , 2F 是椭圆 1: 2

2

2

2


b
y

a
xC )0(  ba 的两个焦点， P 为椭圆 C 上一点，

21 PFPF  ,若 21FPF 的面积为 9，则b = 。

【解析】由椭圆焦点三角形面积公式得： 9
4

tanb 22  b
， 3b 。

题型三 焦点直角三角形个数

焦点直角三角形：底角为90，有四个(四个全等， P点为通径端点。)；

顶角为90，即以 1 2F F 为直径的圆与椭圆交点为点 P：

2( 0),0
2

2( ), 2
2

2(1 ), 4
2

b c e

b c e

b c e


  


  



  


。

1. 1F 、 2F 是椭圆
2 2

: 1
8 4
x yC   的焦点，在C上满足 1 2PF PF 的点 P的个数为 。

【解析】 cb  ，P点的个数是 2个。

2.已知椭圆 1
916

22


yx

的左、右焦点分别为 1 2,F F ，点 P在椭圆上，若 1 2, ,P F F 是一个直

角三角形的三个顶点，则点 P到 x轴的距离为 ( )

A.
5
9

B.3 C.
7
79

D.
4
9

【解析】 cb  ，所以顶角为直角的不存在；而底角为直角时，P 到 x轴的距离为通径的

一半，即：
4
92


a
b

，选 D。



3.设 1F 、 2F 为椭圆
2 2

1
9 4
x y

  的两个焦点, P为椭圆上的一点，已知 P , 1F , 2F 是一个直

角三角形的三个顶点，且 1 2PF PF ，求
1

2

PF
PF

的值。

【解析】 cb  ，所以顶角为直角与底角为直角的均存在；

①如果底角为直角， 2
4
3

PF  ， 1
14
3

PF  ，
1

2

PF
PF

=
7
2
；

②如果顶角为直角， 1 2 6r r  ，
2 2
1 2 20r r  ， 1 24, 2r r  ，

1

2

PF
PF

=2。

题型四 双曲线中的焦点三角形

焦点直角三角形的个数：一定为八个，顶角为直角与底角为直角的各为四个。

焦点三角形面积：
1 2

2.cot (
2PF FS b   为焦点三角形的顶角)= c y （求坐标范围或到坐标

轴距离的范围时。）= sin
2
1

21rr （求 21rr 或 21 rr  时。）。等面积思想在解题时非常重要。．．．．．．．．．．．．．．

1.已知  00 , yxM 是双曲线 1
2

: 2
2

 yxC 上的一点 , 21,FF 是 C 的两个焦点 ,若

021 MFMF ,则 0y 的取值范围是 ( )

A. 









3
3,

3
3

B. 









6
3,

6
3

C. 









3
22,

3
22

D. 









3
32,

3
32

【解析】当 21 MFMF  时，由等面积：
3
331

2
tan

2

 yyycbS


，选 A。

2.已知 1F 、 2F 为双曲线C :
2 2 1x y  的左、右焦点，点 P在C上， 21PFF  60 ，则

1 2| | | |PF PF  ( )

A.2 B.4 C.6 D.8

【解析】由等面积得： 4
3

sin
2
13

2
tan

2121

2

 PFPFPFPFbS 


，选 B。



4.设 P为双曲线
2

2 1
12
yx   上的一点, 21,FF 是该双曲线的两个焦点,若 1 2| |:| | 3 : 2PF PF 

则 1 2PF F 的面积为

【解析】设 tPF 31  ，则 tPF 22  ，由双曲线的定义得： 22  at ， 61 PF ， 42 PF ，

13221 FF ,所以由勾股定理得 1 2PF F 为焦点直角三角形，所以 122  bS

5.设 21,FF 分别是双曲线
2

2 1
9
yx   的左、右焦点,若点 P在双曲线上,且 1 2 0PF PF 

 
,则

1 2PF PF 
 

【解析】由向量中线定理得： 1 2PF PF 
 

PO2 = 1022 c

6.设 1 2,F F 是双曲线
2

2: 1
3
yC x   的两个焦点，O为坐标原点，点P在C上且 | | 2OP  ，

则 1 2PF F△ 的面积为 ( )

A.
7
2

B.3 C.
5
2

D.2

【解析】由 212
1 FFPO  ，得 21 PFPF  ，选 B。

8.已知双曲线
2 2

: 1
9 16
x yC   的左,右焦点分别为 1 2,F F , P 为 C 的右支上一点,且

2 1 2PF F F ,则 1 2PF F 的面积等于 ( )

A. 24 B.36 C. 48 D.96

【解析】 2 1 2PF F F =10，由双曲线定义得： 161 PF ， 1 2PF F 是等腰三角形，底边上

的高为 6，所以面积为 48，选 C。

9.设双曲线 C：
2 2

2 2 1x y
a b

  （a>0，b>0）的左、右焦点分别为 F1，F2，离心率为 5 ，P 是 C

上一点，且 F1P⊥F2P，若△PF1F2的面积为 4，则 a= ( )

A.1 B.2 C.4 D.8

【解析】 S = 42 b ， 12 a ，选 A。



专题六 离心率

题型一 利用焦点三角形求离心率

利用定义，求出
a
ce
2
2



椭圆结论：设椭圆焦点三角形两底角分别为 、  ，
sin( )
sin sin

e  
 





(正弦定理)

双曲线结论：利用焦点三角形两底角 ,  来表示：
sin( )
sin sin

e  
 






1.在平面直角坐标系 xOy 中，已知 ABC 顶点 ( 4,0)A  和 (4,0)C ，顶点 B 在椭圆

2 2

1
25 9
x y

  上，则
sin sin

sin
A C

B


 。

【解析】由二级结论得：
sin sin

sin
A C

B



4
51


e

。

2.设椭圆
2 2

2 2: 1x yC
a b

  ( 0)a b  的左、右焦点分别为 1 2,F F ， P 是 C 上的点，

2 1 2PF F F ， 1 2 30PF F  
，则C的离心率为 ( )

A.
3
6

B.
1
3

C.
1
2

D.
3
3

【解析】设 tPF 2 ， tPF 21  ，则 tFF 321  ，即 ta 32  ， tc 32  ，
3
3

2
2


a
ce ，

由二级结论得：
 

3
3

30sin90sin
3090sin





e ，选 D。

3.双曲线
2 2

2 2 1x y
a b

  ( 0a  , 0b  )的左、右焦点分别是 1 2,F F ，过 1F 作倾斜角为 30 的

直线交双曲线右支于M 点，若 2MF 垂直于 x轴，则双曲线的离心率为 ( )

A. 6 B. 3 C. 2 D.
3
3

【解析】设 tPF 2 ， tPF 21  ，则 tFF 321  ，即 ta 2 ， tc 32  ， 3
2
2


a
ce ，

由二级结论得：
  3

30sin90sin
3090sin





e ，选 B。



4.设椭圆的两个焦点分别为 1 2,F F ,过 2F 作椭圆长轴的垂线交椭圆于点 P ,若 1 2F PF 为等

腰直角三角形,则椭圆的离心率是 ( )

A.
2
2

B.
2 1
2


C. 2 2 D. 2 1

【 解 析 】 cPF 22  ， cPF 221  ， 则 cFF 221  ， 即 cca 2222  ，

12
222

2
2
2





cc

c
a
ce ，选 D。

由二级结论得：
  12

2
21

2
2

45sin90sin
4590sin








e ，选 D。

5.已知 21,FF 是双曲线
2 2

2 2: 1x yE
a b

  的左、右焦点，点 M 在 E 上, 1MF 与 x 轴垂

直, 2 1
1sin
3

MF F  ,则 E的离心率为 ( )

A. 2 B.
2
3

C. 3 D. 2

【解析】设 11 MF ，则 32 MF ， 22221  CFF ， 22 12  MFMFa ， 2e ，

由二级结论得：
  2

3
2
3
22

3
11

cos
sin90sin

90sin 12

12

12 









FMF

FMF
FMFe ，选 A。

6.已知 1F , 2F 是椭圆C的两个焦点，P是C上的一点，若 1 2PF PF ,且 2 1 60PF F   ,则C

的离心率为 ( )

A.
2
31 B. 32 C.

2
13 

D. 13 

【解析】设 12 PF ，则 2,3 211  FFPF ， 13
13

2
2
2





a
ce ，选 D。

由二级结论得：
  13

2
13

1
30sin06sin

90sin








e ，选 D。



7.已知椭圆
2 2

2 2 1( 0)x yM a b
a b

   ： ，双曲线
2 2

2 2 1x yN
m n

 ： ，若双曲线 N的两条渐近线与椭

圆 M 的四个交点及椭圆 M 的两个焦点恰为一个正六边形的顶点，则椭圆 M 的离心率

为 ；双曲线 N的离心率为 。

【解析】设其中一个交点为 P，则 21FPF 为焦点直角三角形，设 11 PF ，则有

2,3 212  FFPF ，椭圆的离心率为 131 e ，双曲线渐近线的倾斜角为 60 ，双曲

线的离心率为 2。

8.已知 1 2,F F 是双曲线 )0,0(12

2

2

2

 ba
b
y

a
x

的两个焦点，以线段 1 2F F 为边作正三角形

1 2MFF ，若边 1MF 的中点在双曲线上，则双曲线的离心率为 ( )

A. 324  B. 13  C.
2
13 

D. 13 

【解析】设中点为 P(右）， 12 PF ， 31 PF ， 2221  cFF ， 132 a ，

13
13

2
2
2





a
ce ，选 D。

由二级结论得：
  13

2
13

1
30sin06sin

90sin








e ，选 D。

9.设 21,FF 分别是双曲线
2 2

2 2

x y
a b

 的左、右焦点,若双曲线上存在点 A ,使 1 2 90F AF  
且

1 23AF AF ,则双曲线的离心率为 ( )

A.
5
2

B.
10
2

C.
15
2

D. 5

【解析】设 12 AF ，则 31 AF ， 10221  cFF ， 22 a ，
2
10

2
2


a
ce ，选 B。

10.在 ABC△ 中, 90A  
,

3tan
4

B  .若以 ,A B为焦点的椭圆经过点C ,则该椭圆的离

心率 e  。



【解析】设 tAC 3 ，则 tBC 5 ， tcAB 42  ， ta 82  ，
2
1

8
4

2
2


t
t

a
ce 。

由二级结论得：
2
1

5
31

5
4




e 。

11.已知双曲线 )0,0(1: 2

2

2

2

 ba
b
y

a
xE ，若矩形 ABCD的四个顶点在 E上, CDAB,

的中点为 E的两个焦点，且 BCAB 32  ，则 E的离心率是 。

【解析】取一个焦点三角形 21FAF ，设 tAB 6 ，则 tBC 4 ， tAF 31  ， ctFF 2421  ，

tAF 52  ， ta 22  ， 2
2
4

2
2


t
t

a
ce 。

12.设 ABC 是等腰三角形, 120ABC  
,则以 ,A B为焦点且过点C的双曲线的离心率

为( )

A.
2
21

B.
2
31

C. 21 D. 31

【解析】 cBCAB 2 ， cAC 32 ， cca 2322  ，
2
13

232
2

2
2 





cc

c
a
ce ，选 B

13.在 ABC△ 中， AB BC ，
7cos
18

B   ，若以 ,A B为焦点的椭圆经过点C，则该椭

圆的离心率 e  ．

【 解 析 】 cBCAB 2 ， 由 余 弦 定 理 得 ：
22222

9
100

9
2844 ccccAC  ，

 cAC
3
10

 ， ccca
3
162

3
102  ，

8
3

3
16
2

2
2


c

c
a
ce 。

14. 设 圆 锥 曲 线 C 的 两 个 焦 点 分 别 为 1 2,F F , 若 曲 线 C 上 存 在 点 P 满 足

1 1 2 2: :PF F F PF =4:3:2,则曲线C的离心率等于 ( )

A.
1 3
2 2
或 B.

2
3
或 2 C.

1
2
或 2 D.

2 3
3 2
或

【解析】设 tPF 41  ， tFF 321  ， tPF 22  ，

当曲线为椭圆时， ta 62  ， tc 32  ，
2
1

2
2


a
ce ；



当曲线为双曲线时， ta 22  ， tc 32  ，
2
3

2
2


a
ce ，选 A。

15.设 1 2,F F 是双曲线C： 12

2

2

2


b
y

a
x

的两个焦点，P是C上一点，若 21
6 ,PF PF a 

且 1 2PF F 的最小内角为30，则C的离心率为 。

【解析】设 P 在双曲线右支上，由双曲线定义得 aPFPF 221  ， aPF 41  ，

aPF 22  ， ca 22  ，且 aa 42  ， 21FPF 最小，  3021FPF ，由余弦定理：

 30cos)2()4(2)2()4()2( 222 cacaa , cacaa 2434164 222  ， 3e 。

16.设 1F ， 2F 分别为双曲线 )0,0(12

2

2

2

 ba
b
y

a
x

的左、右焦点，双曲线上存在一点 P使

得 ,
4
9||||,3|||| 2121 abPFPFbPFPF  则该双曲线的离心率为 ( )

A.
3
4

B.
3
5

C.
4
9

D.3

【解析】设 P 在双曲线右支上，由双曲线定义得 aPFPF 221  ，
2
23

1
abPF 

 ，

2
23

2
abPF 

 ， abab
4
9

4
49 22




，
3
4


a
b

或
3
1


a
b

（舍去），
3
5

e ，选 B。

17.椭圆
2 2

2 1(
5

x y a
a

  为定值,且 5)a  的左焦点为 F ,直线 x m 与椭圆相交于点 A、

B , FAB 的周长的最大值是 12，则该椭圆的离心率是 。

【解析】设右焦点为 2F ，由椭圆定义得： aBFBFAFAF 422  ，

由 ABBFAF  22 ， FAB 的周长的最大值是 124 a ， 3a ， 2c ，
3
2

e 。

18.设 F 是双曲线C :
2 2

2 2 1x y
a b

  的一个焦点，若C上存在点 P，使线段 PF 的中点恰为其

虚轴的一个端点，则C的离心率为 。

【解析】法一：设 F是双曲线的左焦点，可得 P  bc 2, ，代入得 5e

法二：F是双曲线左焦点， 2F 是双曲线右焦点，则 212 FFPF  ， b
a
b 2
2

 ， ab 2 ， 5e



题型二 寻找 a、b、c的关系求离心率

如果建立 ba, 或 cb, 或 cba ,, 的关系，一般情况要通过平方消去b化简为 ca, 关系求离心率

19.已知双曲线 C：
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的左、右焦点分别为 F1，F2，过 F1的直线与 C的

两条渐近线分别交于 A，B两点，若 1F A AB
 

， 1 2 0FB F B 
 

，则 C的离心率为 。

【解析】
312


 BOAAOFBOF ， 3
a
b

，设 1a ， 3b ，则 2c ， 2e 。

20.(2019 年高考题天津卷)已知抛物线 2 4y x 的焦点为 F ，准线为 l，若 l与双曲线

12

2

2

2


b
y

a
x

的两条渐近线分别交于点 A和点 B，且 | | 4 | |AB OF （O为原点），则双曲线

的离心率为 ( )

A. 2 B. 3 C.2 D. 5

【解析】将 1x 代入渐近线 x
a
by  ，得 42


a
b

，令 1a ，则 2b ， 5c ，选 D。

21.设 21,FF 是椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yE a b
a b

    的左,右焦点, P 为直线
3
2
ax  上一点，

12PFF 是底角为30的等腰三角形，则 E的离心率为 ( )

A.
1
2

B.
2
3

C.



D.



【解析】 





  caAFcFFPF
2
3222 2212 ，得

4
3

e ，选 C。

22.设 F 为双曲线 C： 12

2

2

2


b
y

a
x

的右焦点，O为坐标原点，以OF 为直径的圆与圆

222 ayx  交于 P、Q两点，若 QFPQ  |，则 C离心率为( )



A. 2 B. 3 C.. 2 D. 5

【解析】PQ、OF 是互相垂直的直径，
2

2 caOP  ， 2e ，选 A。

23.已知O为坐标原点， F 是椭圆 )0(1: 2

2

2

2

 ba
b
y

a
xC 的左焦点， BA, 分别为C的

左、右顶点，P为C上一点，且 PF x轴，过点 A的直线 l与线段 PF 交于点M ，与 y轴

交于点 E，若直线 BM 经过OE的中点，则C的离心率为 ( )

A.
3
1

B.
2
1

C.
3
2

D.
4
3

【解析】由线段成比例得：
a
ca

OE
MF 

 ，
ca

a
MF

OE


2

1

，得
3
1

e ，选 A。

24.已知双曲线 )0,0(1: 2

2

2

2

 ba
b
y

a
xC 的右顶点为 A，以 A为圆心，b为半径作圆 A，

圆 A与双曲线C的一条渐近线交于M 、N 两点，若  60MAN ，则C的离心率为 。

【解析】可得 MAN 为等边三角形，A到渐近线的距离为 b
2
3

，得 ba 3 ，
3
32

e 。

秒杀方法：由
2
32

3


b

b

c
a

可得(利用焦点到渐近线的距离为．．．．．．．．．．．．b )。

25.已知椭圆C :
2 2

2 2 1x y
a b

  ( 0,0  ba )的左、右顶点分别为 21, AA ，且以线段 21AA 为

直径的圆与直线 2 0bx ay ab   相切，则C的离心率为 ( )

A.
6
3

B.
3
3

C.
2
3

D.
1
3



【解析】因为圆与直线相切，即圆心到直线距离等于 a得： a
ba

ab


 22

2
， ba 3 ，

3
6

e ，选 A。

26.过双曲线
2 2

2 2 1x y
a b

   0, 0a b  的左焦点且垂直于 x 轴的直线与双曲线相交于

,M N 两点，以MN 为直径的圆恰好过双曲线的右顶点，则双曲线的离心率等于 。

【解析】设右顶点为 2A ，左焦点为 1F ， 21AMF 为等腰直角三角形，可得 ca
a
b


2

，即

02 22  aacc ，得 022  ee ， 2e ， 1e （舍去）。

27.如图， 21,FF 是椭圆 1
4

: 2
2

1  yxC 与双曲线 2C 的公共焦点， BA, 分别是 21,CC 在第二、

四象限的公共点，若四边形 21BFAF 为矩形，则 2C 的离心率为 ( )

A. 2 B. 3 C.
2
3

D.
2
6

【解析】在双曲线中，可得 3c ，在椭圆中，利用焦点三角形面积公式得

1
2

tan2
121


bS FAF ，在双曲线中， 1

2
tan

2
2

2
2

21
 bbS FAF 

， 12 b ， 22 a ，


2
6

e ，选 D。

28.已知 F为双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    的右焦点，A为 C的右顶点，B为 C上的点，

且 BF垂直于 x轴.若 AB的斜率为 3，则 C的离心率为 。



【解析】 3

2


 ac
a
b

，得 2e 。

29.在平面直角坐标系 xOy中，若双曲线
2 2

2 1 0
5

( )x y a
a

   的一条渐近线方程为
5
2

y x ，则

该双曲线的离心率是 。

【解析】
2
3
。

题型三 黄金椭圆

cba ,, 成等比数列，即 acb 2
1 2 2 90F B A  ，椭圆:

5 1 0.618
2

e 
  ，叫优美椭圆；

类比：双曲线：
2
15 

e

题型四 求离心率的范围

建立不等式，求出范围

30.若 1a ，则双曲线 12
2

2

 y
a
x

的离心率的取值范围是 ( )

A. 2 +（ ， ） B. 2 2（ ，） C. 2（1， ） D. 1 2（，）

【解析】 2111
22

2





aa

ae ，选 C。

31.已知双曲线
2 2

2 2 1, ( 0, 0)x y a b
a b

    的左右焦点分别为 1F 、 2F ，点P在双曲线的右支

上，且 21 4 PFPF  ，则此双曲线的离心率 e的最大值为 ( )

A.
3
4

B.
5
3

C. 2 D.
7
3

【解析】由 1 24PF PF 得 2 22 4a PF PF  ，即 2
2
3

PF a c a   ，
51
3

e  。



专题七 双曲线的渐近线

题型一 由双曲线的方程求渐近线

①已知双曲线方程求渐近线方程：
2 2mx ny   2 2 0mx ny  

②若焦点在 x轴上，渐近线为 x
a
by  ；若焦点在 y轴上，渐近线为 x

b
ay 

1.在平面直角坐标系 xOy中，若双曲线
2

2
2 1( 0)yx b
b

   经过点（3,4)，则该双曲线的渐

近线方程是 。

【解析】代入得 22 b ，渐近线方程是： 2y x  。

2.双曲线的对称轴为坐标轴，一条渐近线为 2 0x y  ，则双曲线的离心率为 ( )

A.5 或
5
4

B. 5或
5
2

C. 3或
3
2

D.5 或
5
3

【解析】焦点在 x轴上，则 2
a
b

， 5e ；焦点在 y轴上，则 2
b
a

，
2
5

e ；选 B。

3.双曲线 )0,0(12

2

2

2

 ba
b
y

a
x

的离心率为 3，则其渐近线方程为 ( )

A. xy 2 B. xy 3 C. xy
2
2

 D. xy
2
3



【解析】秒杀方法：设 3,1  ca ，则 2b ，选 A。

4.已知椭圆 1C 的方程为 12

2

2

2


b
y

a
x

，双曲线 2C 的方程为 12

2

2

2


b
y

a
x

， 1C 与 2C 的离心率

之积为
2
3
，则 2C 的渐近线方程为 ( )

A. 02x  y B. 02  yx C. 02yx  D. 0y2x 

【解析】
2
32222







a
ba

a
ba

，得
2
2


a
b

，选 A。



题型二 有共同渐近线双曲线方程的设法

2 2 2 2

2 2 2 21x y x y
a b a b

    

1.求与双曲线
2 2

1
9 16
x y

  有公共的渐近线，且经过点 A  3,2 3 的双曲线的方程。

【解析】设双曲线方程为： 
169

22 yx
，代入点 A得

4
1

 ，双曲线方程为：
2 24 1

9 4
x y

  。

2.设双曲线C经过点  2,2 ，且与
2

2 1
4
y x  具有相同渐近线，则C的方程为 ；渐

近线方程为 。

【解析】设双曲线方程为：  2
2

4
xy

，代入点  2,2 得  =-3，双曲线的方程为：

1
123

22


yx

，渐近线方程为 xy 2 。

题型三 已知渐近线方程设双曲线方程

2 20 ( ) ( )ax by ax by     

1.已知双曲线过点  34， ，且渐近线方程为 xy
2
1

 ，则该双曲线的标准方程

为 。

【解析】设双曲线  2
2

4
yx

，将点  34， 代入得 1 ，所以双曲线方程为 1
4

2
2

 yx
。

2.若双曲线渐近线方程为 xy 3 ，它的一个焦点是 ( 10,0)，则双曲线的方程是 。

【解析】设双曲线方程为：  229 yx ，因为焦点在 x 轴上，化简为 1

9

22



yx

，

10
9

 
得 9 ，双曲线方程为： 1

9

2
2 

yx 。



3.设双曲线C的方程为
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    ，过抛物线
2 4y x 的焦点和点 (0, )b 的直

线为 l，若C的一条渐近线与 l平行，另一条渐近线与 l垂直，则双曲线C的方程为 ( )

A.
2 2

1
4 4
x y

  B.
2

2 1
4
yx   C.

2
2 1

4
x y  D. 2 2 1x y 

【解析】渐近线垂直可知为等轴双曲线，设方程为：
222 ayx  ，可知 1b ，选 D。

题型四 双曲线的焦点到渐近线的距离

双曲线的焦点到渐近线的距离等于虚半轴长 ( )b

二级结论：焦点到渐近线的距离与顶点到渐近线的距离之比等于双曲线的离心率．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．

1.已知双曲线C : 12

2

2

2


b
y

a
x  0, 0a b  ，以C的右焦点为圆心且与C的渐近线相切的

圆的半径是 ( )

A. ab B. 22 ba  C. a D.b

【解析】以C的右焦点为圆心且与C的浙近线相切的圆的半径等于右焦点到渐近线的距离

b，选 D。

2.双曲线 1
36

22


yx

的渐近线与圆 )0()3( 222  rryx 相切，则 r = ( )

A. 3 B.2 C.3 D.6

【解析】因为圆心恰为双曲线的右焦点，所以 r=b= 3，选 A。

3.已知双曲线
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的两条渐近线均和圆C :
2 2 6 5 0x y x    相切，

且双曲线的右焦点为圆C的圆心，则该双曲线的方程为 ( )

A.
2 2

1
5 4
x y

  B.
2 2

1
4 5
x y

  C.
2 2

1
3 6
x y

  D.
2 2

1
6 3
x y

 

【解析】c=3，r=b=2，a= 5，选 A。

4.已知双曲线的顶点到渐近线的距离为 2，焦点到渐近线的距离为 6，则该双曲线的离心率



为 。

【解析】 由相似成比例可得： 3
2
6


a
c

。或由上面的二级结论直接得到答案。

5.已知 F 是双曲线C :
2 2 3 ( 0)x my m m   的一个焦点，则点 F 到C的一条渐近线的距

离为 ( )

A. 3 B.3 C. 3m D.3m

【解析】由二级结论得 3b ，选 A。

6.已知双曲线
2 2

2 1
4
x y

b
  的右焦点与抛物线 xy 122  的焦点重合，则该双曲线的焦点到其

渐近线的距离等于 ( )

A. 5 B. 4 2 C.3 D.5

【解析】抛物线与双曲线的焦点为  03， ，则 b= 5，所以双曲线焦点到其渐近线距离等于

5，选 A。

7.在平面直角坐标系 xOy 中，若双曲线
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的右焦点 ( ,0)F c 到一条渐近

线的距离为
2
3c

，则其离心率的值是 。

【解析】 bc


2
3

，设 1,3,2  abc ，所以离心率为 2。

8.已知双曲线

2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的离心率为 2，过右焦点且垂直于 x轴的直线与双

曲线交于 BA, 两点，设 BA, 到双曲线同一条渐近线的距离分别为 1d 和 2d ，且 1 2 6d d  ，

则双曲线的方程为 ( )

A.
2 2

1
4 12
x y

  B.
2 2

1
12 4
x y

  C.
2 2

1
3 9
x y

  D.
2 2

1
9 3
x y

 

【解析】秒杀方法：由梯形中位线知,焦点到此渐近线的距离为 3，即 3b ，选 C。

9.已知双曲线 1
3

: 2
2

 yxC ，O为坐标原点， F 为C的右焦点,过 F 的直线与C的两条



渐近线的交点分别为 NM , ，若 OMN 为直角三角形，则 MN = ( )

A.
2
3

B.3 C. 32 D.4

【解析】渐近线方程为
3
3

y x  ，∵ OMN 为直角三角形，

假设
2

ONM 
  ， 3ON  ,

∴
3

MON 
  ，∴ 3MN  ，选 B。

10.设 1 2F F， 是双曲线 )0,0(1: 2

2

2

2

 ba
b
y

a
xC 的左，右焦点，O是坐标原点，过 2F 作C

的一条渐近线的垂线，垂足为 P，若 OPPF 61  ，则C的离心率为 ( )

A. 5 B.2 C. 3 D. 2

【解析】 2| |PF b , | |PO a ，又因为 1| | 6 | |PF OP ，所以 1| | 6PF a


，

在 2Rt POF 中， 2

2

| |cos
| |
PF b
OF c

   ，

∵在 21FPF 中，

2 2 2
2 1 2 1

2 1 2

| | | | | |cos
2 | | | |

PF FF PF b
PF FF c

  
 

 
，

∴
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 24 ( 6 ) 4 6 4 4 6 3 3
2 2

b c a b b c a b c a c a
b c c

 
        



2 23c a  3e  。

11.已知双曲线
2 2

: 1
6 3
x yC   ，则 C的右焦点的坐标为_________；C的焦点到其渐近线的

距离是 。

【解析】  03， ， 3。



专题八 直线与圆锥曲线

答题步骤:

步骤 1：设直线方程：注意设直线的技巧。

①当斜率不存在的直线不满足，斜率为零的直线满足时，一般设为 bkxy  ；

②当斜率为零的直线不满足，斜率不存在的直线满足时，一般设为 nmyx  ；

③两类直线均满足或均不满足时，两种设法均可，但两类直线均满足时，注意要对取不到的

直线补充验证。)。

步骤 2：直线与曲线联立，整理成关于 x(或 y)的一元二次方程。

步骤 3：写出根与系数的关系（如果求范围或直线与曲线不是恒有公共点，则写出

)0(0  ）。

步骤 4：转化已知条件，转化为两根的关系。

步骤 5：把根与系数的关系代入转化的条件中。

※注：若题目中不涉及根与系数，则步骤．．．．．．．．．．．．．．．4\．．步骤．．5．可省略。．．．．

弦长公式：弦长：直线与曲线相交中两交点的距离。

弦长公式：直线与曲线联立，若消 y，转化为关于 x一元二次方程，
2 0,ax bx c   则弦

长=
21 k
a

 
；若消 x，则转化为关于 y一元二次方程:

2 0,ay by c   弦长=

211 ( )
k
a

 

题型一 直线与椭圆的位置关系

直线 0:  CByAxl ，椭圆C :
2 2 1( 0, 0, )mx ny m n m n     ；

判定方法：法：

直线与椭圆方程联立：
2 2

0,
0

0,
1

0,

Ax By c
mx ny

 
      
   

相交

相切

相离

。



1.已知中心在坐标原点 O的椭圆 C经过点 A（2，3），且点 F（2，0）为其右焦点。

（1）求椭圆 C的方程；

（2）是否存在平行于 OA的直线 l，使得直线 l与椭圆 C有公共点，且直线 OA与 l的距离等

于 4？若存在，求出直线 l的方程；若不存在，请说明理由。

【解析】(1)c=2，设椭圆方程为： 1
42

2

2

2





a
y

a
x

，代入点 A得椭圆方程为
2 2

1
16 12
x y

  。

法二：（最佳方法）左焦点为(-2,0)，则 A到两焦点距离分别为：3、5；所以 2a=8，a=4，

所以椭圆方程为
2 2

1
16 12
x y

  。

(2) 步骤 1：设直线：假设存在符合题意的直线 l，其方程为
3y= x+t
2

；

步骤 2：直线方程与椭圆方程联立：由 2 2

3y= x+t
2

x y+ =1
16 12







，得
2 23x +3tx+t -12=0 ；

步骤 3：判别式：直线 l与椭圆有公共点，有
2 23t) -4 3(t -12) 0  （ ，解得 4 3 t 4 3  

步骤 4：利用已知条件：由直线 OA与 l的距离 4得：
| t| =4
9 1
4


， t= 2 13 ，

由于 2 13  [ 4 3,4 3] ，所以符合题意的直线 l不存在。

2. 在平面直角坐标系 xOy中,经过点  0, 2 且斜率为 k的直线 l与椭圆
2

2 1
2
x y  有两

个不同的交点 P和Q。

（1）求 k的取值范围；

（2）设椭圆与 x轴正半轴、 y轴正半轴的交点分别为 A、 B ,是否存在常数 k ,使得向量

OP OQ
 

与 AB


共线？如果存在，求 k的值；如果不存在，请说明理由。

【解析】（1）)步骤 1：设直线：直线 : 2l y kx  ；

步骤 2：直线方程与椭圆方程联立：由













1
2

2

2
2

yx
kxy

得
2 21 2 2 1 0

2
k x kx     

 
；



步骤 3：判别式：由 0  得
2 2, ,
2 2

k
   

         
   

 。

（2）步骤 4：：转化已知条件：OP OQ
 

 1 2 1 2,x x y y   ,

22)(,
21
24

2121221 


 xxkyy
k
kxx ,  2,1AB  


；

步骤 5：把根与系数的关系代入转化的条件中：

利用共线可得
2
2

k  ，因为
2 2, ,
2 2

k
   

         
   

 ，故不存在。

3.设 1 2,F F 分别是椭圆 E :
2 2

2 2 1x y
a b

   0a b  的左、右焦点，过 1F 斜率为 1 的直线 l与

E相交于 ,A B两点，且 2AF ， AB ， 2BF 成等差数列。

（1）求 E的离心率；

（2）设点  0, 1P  满足 PA PB ，求 E的方程 。

【解析】（1） 2 2 4AF BF AB a   ， 2 22 AB AF BF  ,
4
3

AB a ；

步骤 1：设直线： l : y x c  ；

步 骤 2 ： 直 线 方 程 与 椭 圆 方 程 联 立 ： 由 2 2

2 2 1

y x c
x y
a b

 



 

, 化 简 后 得

2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 0a b x a cx a c b     ；

步骤 3：韦达定理：
2

1 2 2 2

2 ,a cx x
a b


 


2 2 2

1 2 2 2

( )a c bx x
a b





；

步骤 4：代公式：直线 AB斜率 1， 2
2 1 1 2 1 22 2[( ) 4 ]AB x x x x x x     ，得

2

2 2

4 4
3

aba
a b




2 22a b ， E的离心率
2 2 2

2
c a be
a a


   ；

（2）利用 AB的中垂线过 P点，得椭圆方程为：
2 2

1
18 9
x y

  。



题型二 直线与双曲线的位置关系

①第一角度:


  
  

相切:联立 =0

相交: 0或平行于渐近线

相离: 0或与渐近线重合

;

②第二角度:(从交点个数)


 
 

无交点:与渐近线重合或 <0

一个交点: =0或平行于渐近线

二个交点: >0

;

如交到同一支上条件的限定：

右支：
1 2

1 2

0
0

0
. 0

x x
x x


 
  
 

二次项系数不为

；左支：
1 2

1 2

0
0

0
. 0

x x
x x


 
  
 

二次项系数不为

，

或者直接利用与渐近线的关系旋转得到

1.直线 : 1l y kx  与双曲线 C： 2 22 1x y  的右支交于不同的两点 A、B。

（1）求实数 k的取值范围；

（2）是否存在实数 k，使得以线段 AB为直径的圆经过双曲线 C的右焦点 F？若存在，求出

k的值；若不存在，说明理由。

【解析】步骤 1：直线方程与双曲线方程联立：








12
1
22 yx

kxy
得：  0222 22  kxxk ；

步骤 2：判别式：由





























0
2

2

0
2

2
0416

02

221

221

2

2

k
xx

k
kxx

k
k

得 22  k ；

（2)步骤 3：条件转化：以线段 AB为直径的圆经过双曲线 C的右焦点 F，等价于 FA FB，

即 0FBFA ，代入坐标得：      011 2
2121

2  cxxckxxk ；

步骤 4：把根与系数关系代入条件： 06625 2  kk ，得
5
66

k 或
5
66

k （舍）



直线与抛物线的位置关系

①第一角度:位置关系：




















 

0:
0:

0
:

相离

相切

平行于对称轴
相交

②第二角度:交点个数：




















 

0:
0:

,0
:

无交点

二个交点

平行于对称轴

相切
一个交点

1.抛物线线关于 x轴对称，顶点在坐标原点,点 P(1,2)、A( 1 1,x y )、B 2 2( , )x y 均在抛物线上。

（1）写出该抛物线的方程及其准线方程；

（2）当 PA与 PB的斜率存在且倾斜角互补时，求 1 2y y 的值及直线 AB的斜率。

【解析】（1）设抛物线方程 axy 2
，代入点 P得抛物线的方程为：

2 4y x ，准线为： 1x   ;

（2）法一：步骤 1：设直线： AB： bkxy  ；

步骤 2：直线方程与抛物线方程联立：








xy
bkxy

42
，得 0442 

k
by

k
y ；

步骤 3：韦达定理：
k

yy 4
21  ，

k
byy 4

21  ；

步骤 4：转化已知条件： 0
1
2

1
2

2

2

1

1 







x
y

x
y

，得 421  yy ；

步骤 5：代入根与系为关系： 1ABk 。

法二：抛物线特有方法（绕开直线与抛物线联立，设点的技巧。）：设 A 







1

2
1 ,
4

yy
，B 








2

2
2 ,
4
yy

，

 0 PBPA kk ，则有 0
1

4

2

1
4

2
2
2

2
2
1

1 








y
y

y
y

，得 421  yy ， 14

44
21

2
1

2
2

12 








yyyy
yykAB



专题九 圆锥曲线直角弦

直角弦定义：直线与圆锥曲线相交于 A、B两点，若存在点 P，使得 PA PB，则弦 AB叫做

相对于点 P的直角弦。

直角弦有三种考法：

①PA PB以 AB为直径的圆过点 P 0PBPA ；

② APB是钝角点 P在以 AB为直径的圆内 0PBPA ；

③ APB是锐角点 P在以 AB为直径的圆外 0PBPA ；

椭圆中的直角弦。

方法一答题规范模板：

步骤 1：设直线 AB的方程；

步骤 2：直线与曲线联立，整理成关于 x(或 y)的一元二次方程；

步骤 3：写出根与系数的关系；

步骤 4：利用 0PBPA ，把根与系数的关系代入。

方法二答题规范模板：

步骤 1：设直线 PA 的方程；

步骤 2：直线与曲线联立，整理成关于 x(或 y)的一元二次方程；

步骤 3：利用根与系数的关系求出点 A的坐标，把点 A的坐标中的 k换为
k
1

 得到点 B的

坐标；

步骤 4：由两点式求出 AB的方程，进而求出直线 AB的特点。

题型一 相对于椭圆中心的直角弦

直线 l与曲线 122  nymx 交于 BA, 两点，若 OBOA  (O为曲线中心)，则称 AB为相

对于中心O的直角弦，由 02121  yyxx ，得二级结论：中心．．O到直线．．．l的距离为定值：．．．．．．．

nm
d




1
。．



1.在直角坐标系 xOy中，椭圆
2 2

1 2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左、右焦点分别为 1F 、 2F ， 2F

也是抛物线
2

2 : 4C y x 的焦点，点M 为 1C 与 2C 在第一象限的交点，且 2
5
3

MF  。

（1）求 1C 的方程；

（2）平面上的点 N 满足 1 2 ,MN MF MF 
  

直线 //l MN ，且与 1C 交于 A、 B两点，若

0OA OB 
 

，求直线 l的方程。

【解析】（1） 2
5
3

MF 
21,
3M Mx x    ，代入抛物线得 M 









3
62

3
2
， ，M 到

   1,0 , 1,0 距离之和为 2 4a  ，得 1C :
2 2

1
4 3
x y

  。

（2）由 MOMFMFMN 221  ，所以 6 MOMN kk ，

步骤 1：设直线方程：设 l : txy  6 ;

步骤 2：直线与曲线联立：直线 txy  6 与椭圆
2 2

1
4 3
x y

  联立：













1
34

6
22 yx

txy
，化简

得：   0346827 22  ttxx ；

步骤3：写出根与系数的关系：设交点A  11, yx 、B  22 , yx ，由韦达定理得：
27
68

21
txx  ，

 
27

34 2

21



txx ；

步骤 4：利用 0OBOA ：由 02121  yyxx ，   txtxyy  2111 66 ，得 32t 。

秒杀方法：由点到直线的距离

3
1

4
1
1

7



t

，得 32t 。



题型二 相对于其它点的直角弦

利用 0PBPA 。

二级结论 ： 12

2

2

2


b
y

a
x

上一点  00 , yxP ，过 P作互相垂直的两条直线 PBPA , ，与椭圆

交于 BA, 两点，则 AB恒过定点 













022

22

022

22

, y
ba
abx

ba
ba

。

秒杀方法：一般情况，直线 AB（设直线 AB方程为：y=kx+m。)与椭圆方程联立，利用根与

系数的关系，使 0PBPA ，会出现一个固定型关系式．．．．．．：

  0022

22

022

22

00 
















 my
ba
abx

ba
bakmykx （记住．．，因运算较繁琐.)，

即 000  mykx ，AB恒过定点  00 , yx （舍去），

注意．．：若条件中以 0PBPA 或以 AB为直径的圆过点 P 的形式给出，则不能舍去，答案

有两个值。或 0022

22

022

22







 my

ba
abx

ba
bak ，AB恒过定点 














022

22

022

22

, y
ba
abx

ba
ba

。

1.已知椭圆C：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    的离心率为
2
2

，且过点A（2，1）．

（1）求C的方程：

（2）点M、N在C上，且AM⊥AN，AD⊥MN，D为垂足．证明：存在定点Q，使得|DQ|为定

值。

【解析】（1）代入点 A得 114
22 
ba

，另
22 2ba  ，得 62 a ， 32 b ，C的方程为

1
36

22


yx

。

（2）步骤 1：两类特殊直线均满足，两种设法均可，最后补回不能表示的直线：当斜率存

在时，设直线 MN的方程为： mkxy  ；

步骤 2：直线与曲线联立：直线与椭圆联立得   062421 222  mkmxxk ；

步骤 3：写出根与系数的关系：设 M  11, yx ，N  22 , yx ，则有： 221 21
4
k

kmxx


 ，



2

2

21 21
62
k

mxx



 ；

步 骤 4: 转 化 关 系 ： 0 ANAM ,       01122 2121  yyxx ， 得

   012132  mkmk ，

 A  12， 不在直线 MN 上， 012 mk ， 0132  mk ， MN 的方程为

2 1( ) ( 1)
3 3

y k x k    ， MN 过点
2 1( , )
3 3

P  ；

当 直 线 MN 与 x 轴 垂 直 时 ， 可 得 1 1( , )N x y ， 由 0AM AN 
 

得

1 1 1 1( 2)( 2) ( 1)( 1) 0x x y y       ，又
2 2
1 1 1
6 3
x y

  ，可得 2
1 13 8 4 0x x   ，解得 1 2x  （舍

去）， 1
2
3

x  ，此时直线MN 亦过点
2 1( , )
3 3

P  。

令Q为 AP的中点，即
4 1( , )
3 3

Q ，若 D与 P 不重合，则由题设知 AP是 Rt ADP△ 的斜边，

1 2 2| | | |
2 3

DQ AP  ，若D与 P重合，则
1| | | |
2

DQ AP ，综上，存在点
4 1( , )
3 3

Q ，使得 | |DQ

为定值。

秒杀方法：利用前面秒杀方法很快可以做出。

2.圆
2 2 4x y  的切线与 x轴正半轴、 y轴正半轴围成一个三角形，当该三角形面积最小

时，切点为 P (如图)，双曲线
2 2

1 2 2: 1x yC
a b

  过点 P且离心率为 3。

（1）求 1C 的方程；

（2）椭圆 2C 过点 P且与 1C 有相同的焦点，直线 l过 2C 的右焦点且与 2C 交于 BA, 两点，

若以线段 AB为直径的圆过点 P，求 l的方程。



【解析】（1）设 ),( 00 yxP ，则切线方程为： 400  yyxx ，
00

8
yx

S  ， 00
2

0
2

0 24 yxyx  ，

当且仅当 00 yx  时等号成立，即 200  yx ，代入双曲线方程中，可得 2,1 22  ba ，

1C 的方程为 1
2

2
2 

yx 。

（2)可得椭圆方程为： 1
36

22


yx

；

步骤 1：设直线方程：斜率为 0 的直线不满足，设 3:  kyxl ;

步骤 2：直线与曲线联立：直线与曲线联立得： 0332)2( 22  kyyk ，设交点 A  11, yx 、

B  22 , yx ；

步骤 3：写出根与系数的关系：由韦达定理得：
2
32

221 



k

kyxx ，
2

3
221 


k

xx ；

步 骤 4 ： 利 用 0PBPA ： 代 入 得 1
2
63
k 或 1

2
6
k ， l

为: 031
2
63









 yx 或 031

2
6









 yx 。

秒杀方法：直线与曲线联立，利用 0OBOA ，代入根与系数的关系，得一固定关系式：

   03322322  kk ，即 1
2
63
k 或 1

2
6
k 。



抛物线中的直角弦。

题型一 相对于原点的直角弦

抛物线中相对于曲线中心的直角弦：直线 l交 )0(22  ppxy 于 A ( 11, yx )， B ( 22 , yx )

两点(注意设点技巧．．．．．．），O为原点，若OA OB ，把 AB叫做相对于O的直角弦，

得秒杀结论：

①直线 l恒过定点（2p，0）， 2
1 2y y = -4p ，反之亦然。

推导过程：设直线 AB： nmyx  ，与抛物线联立得： 0222  pnpmyy ，

设 A 







1

2
1 ,
2

y
p
y

、B 







2

2
2 ,
2

y
p
y

，

由 0OBOA ，得 pnpyy 24 2
21  ， pn 2 ，

恒过定点  2 ,0p 。

②△AOB面积的最小值为 24p

推导过程：

先证明恒过定点  2 ,0p ，

  222
21

2
2121 16442

2
1 pmppyyyypyypS  ，

当 0m 时，即 px 2 时，
2

min 4pS  。

③ ⊥OM AB M 点的轨迹为： 2 02 2x + y = px,(x )

推导过程：先证明恒过定点  2 ,0p ，设  yxM , ，则有 1 ABOM kk ，

即 1
2





px

y
x
y

，化简即得。

④弦 AB的中点 N 的轨迹方程为： 2y = p(x - 2p)

推导过程：先证明恒过定点  2 ,0p ，利用点差法可得 pky 中 ，

即 p
px

y
y 




2中

中
中 ，化简即得。



1.已知抛物线 xy 22  ,过点  0,2 的直线 l交C于 A , B两点，圆M 是以线段 AB为直径的

圆。

（1）证明：坐标原点O在圆M 上；

（2）设圆M 过点 P  2,4  ，求直线 l与圆M 的方程。

【解析】（1）设直线方程：当斜率为 0时，直线与抛物线交于一点，不符合，设 : 2l x my 

直线与曲线联立：联立：
2 2

2
y x
x my

 


 
，得 2 2 4 0y my   ;

根与系数的关系： 







1

2
1 ,
2

yyA ， 







2

2
2 ,
2

yyB ， myy 221  ， 1 2 4y y   ;

代入条件验证： 0
4 21

2
2

2
1  yyyyOBOA ， OBOA  ，即O在圆M 上。

（2）若圆M 过点 P，
0

4
2

2

4
2

2
2

2

2
2
1

1 










y
y

y
yPBPA

， 22 1 0m m   ，得
1
2

m   或1

则圆
2 29 1 85: ( ) ( )

4 2 16
M x y    或 2 2: ( 3) ( 1) 10M x y    。

秒杀方法：由（1）知圆过 PO, 两点，PO的中垂线的方程为： 052  yx ，圆心为 BA,

的中点  mm ,22  ,

代入 052  yx 得
1
2

m   或1。

题型二 相对于其它点的直角弦

利用 0PBPA 。

二级结论 ： pxy 22  上一点  00 , yxP ，过 P作互相垂直的两条直线 PBPA , ，与抛物线

交于 BA, 两点，则 AB恒过定点  00 ,2 yxp 

秒杀方法：一般情况，直线 AB（设直线 AB方程为：y=kx+m。)与抛物线方程联立，利用根

与系数的关系，使 0PBPA ，会出现一个固定型关系式．．．．．．： 0)2( 00  myxpk （记．

住．，因运算较繁琐.)，即 AB恒过定点  00 ,2 yxp 



专题十 圆锥曲线焦点弦

焦点弦定义：过焦点的直线与曲线相交于两点 A、B，弦 AB叫做曲线的焦点弦。

椭圆与双曲线焦点弦中常考的二级结论。

题型一 焦点弦长公式

焦点弦长公式：
22

2

cos1

2

e
a
b


( 为直线与焦点所在轴的夹角)，

通径：
22b
a

(最短焦点弦)。

1.已知 F 是双曲线 1
3

:
2

2 
yxC 的右焦点， P是C上一点，且 PF 与 x轴垂直，点 A的

坐标是  3,1 ，则 APF 的面积为 ( )

A.
3
1

B.
2
1

C.
3
2

D.
2
3

【解析】 3
2


a
bPF ，而 P（2，0），

2
3312

2
1

S ，选 D。

2.过椭圆
2 2

1
5 4
x y

  的右焦点作一条斜率为 2 的直线与椭圆交于 ,A B两点，O为坐标原

点，则 AOB 的面积为 。

【法一】利用弦长公式（一般弦长公式）求出 AB ，再利用O到直线距离求出高，可求出

三角形的面积.

【法二】由焦点弦长公式得：
3
55

25
24
5
8

AB ，
5
2

d ，
3
5

2
1

 ABdS AOB 。

【法三】直线方程为： 2 2y x  ，与椭圆联立可得两个交点的坐标  0, 2 ,
5 4,
3 3

 
 
 

，从

图中可直观得到
3
5

2
1

21  yycS AOB 。



题型二 焦点弦中的定值

焦点弦被焦点分成两部分 ,m n，则 2

1 1 2a
m n b
  (定值)(取通径即可)。

1.设 21,FF 分别是椭圆 )10(1: 2

2
2  b

b
yxE 的左、右焦点,过点 1F 的直线交椭圆 E于

BA, 两点，若 xAFBFAF  211 ,3 轴，则椭圆 E的方程为 。

【解析】设 tBF 1 ，则有 22

22
3
11

bb
a

tt
 ,

2

3
2 bt  ，

2
1 2bAF  =

2
2

22 b
a
ba  ，

得
3
22 b 。

2.已知椭圆 C的焦点为 1 21,0 1,0F F( )， ( )，过 2F 的直线与 C交于 A、B两点，若

BFAF 22 2 ， 1BFAB  ，则 C的方程为 ( )

A.
2

2 1
2
x y  B.

2 2

1
3 2
x y

  C.
2 2

1
4 3
x y

  D.
2 2

1
5 4
x y

 

【法一】设 tBF 2 ，则 tAF 22  ， tBFAB 31  ,

利用椭圆定义得： atBFBF 2421  ，
2
at  ，则有 2

2321
b
a

aaa
 ，

22 32 ba  ，

而 1c ，选 B。

【法二】由法一可知 aAF 2 ，A为椭圆的顶点，

设  AOF1 ，则
a
1sin  ，

在 BAF1 中，由余弦定理得 2
2 21sin21

3
12cos

a
  ，得 32 a ，

选 B。



题型三 离心率与焦点弦的关系

焦点弦被焦点 F 分为两段 AF 、BF , BFAF  ，则有
1
1cos






e ( 为直线与焦点

所在轴的夹角)。

※圆锥曲线中简答题中已知 PBAP  ( BA, 为直线与曲线两交点。)条件时，答题模板。

步骤 1：设(或写出)直线 AB的方程；

步骤 2：直线方程与曲线方程联立，整理成关于 x(或 y)的一元二次方程(如果 P 为 x轴上的

点，则整理成关于 y的一元二次方程，反之整理成关于 x的一元二次方程。)；

步骤 3：写出根与系数的关系；

步骤 4：利用 PBAP  ，找 21, xx (或 21, yy )的关系，代入根与系数的关系中，消去 21, xx (或

21, yy )，建立关于参数的方程。

1.设 1F ， 2F 分别是椭圆C：  
22

2 2 1 0yx a ba b    的左、右焦点，M 是C上一点，且 2MF

与 x轴垂直，直线 1MF 与C的另一个交点为 N 。

（1）若直线MN 的斜率为 3
4 ，求C的离心率；

（2）若直线MN 在 y轴上的截距为 2，且 15MN FN ，求 ba, 。

【解析】（1）
4
3

2

2


c
a
b

，得 acb 32 2  ，即 0232 22  aacc ， 0232 2  ee ，
2
1

e 或

2e （舍去）；

（2）由三角形中位线可知： 4
2

2 
a
bMF ， 






  1,

2
3 cN ，代入椭圆中得： 72,7  ba 。

2.设椭圆 )0(1: 2

2

2

2

 ba
b
y

a
xC 的左焦点为 F ，过点 F 的直线与椭圆C相交于 BA, 两

点，直线 l的倾斜角为 60 ， FBAF 2 。

（1）求椭圆C的离心率；

（2）如果
4
15

AB ，求椭圆C的方程。



【解析】（1）步骤 1：设出直线 AB的方程：设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，由题意知 1y ＜0， 2y ＞

0，直线 l的方程为 3( )y x c  ；

步 骤 2 ： 直 线 与 曲 线 方 程 联 立 ： 直 线 与 曲 线 联 立 ： 2 2

2 2

3( ),

1

y x c
x y
a b

  



 


得

2 2 2 2 4(3 ) 2 3 3 0a b y b cy b    ，

步骤 3：韦达定理： 22

2

21 3
32
ba
cbyy


 ， 22

4

21 3
3
ba
byy



 ；

步骤 4：因为 2AF FB
 

，所以 1 22y y  ，得 22

2

2 3
32
ba
cby


 ，

 222

24
2

2
3
12

ba
cby


 ，消去

2y 得
2
3

ce
a

  。

秒杀方法：由二级结论得：
3
1

12
12

2
1





e ，得
3
2

e 。

（2）因为 2 1
11
3

AB y y   ，由
2
3

c
a
 得

5
3

b a ，所以
5 15
4 4
a  ，得 a=3， 5b  ，

椭圆 C的方程为
2 2

1
9 5
x y

  。

秒杀方法：
4
15

AB =
2

2

4
11

2

e

a
b


=

a
ba

b

4
9

9
8

2
2

2

 ，即
235 ba  ，得

22 95 ba  ，即 3a ， 5b ，

椭圆 C的方程为
2 2

1
9 5
x y

  。

3.(2019 年新课标全国卷 I19)已知抛物线C： xy 32  的焦点为 F ，斜率为
2
3
的直线 l与C

的交点为 A、 B，与 x轴的交点为P。

（1）若 4 BFAF ，求 l的方程；

（2）若 PBAP 3 ，求 AB 。

【解析】（1）设直线 l方程为：
3
2

y x m  ，  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，由抛物线焦半径公



式 得 ： 1 2
3 4
2

AF BF x x     ， 1 2
5
2

x x   ， 联 立
2

3
2
3

y x m

y x

  

 

得 ：

 2 29 12 12 4 0x m x m    ，

1 2
12 12 5

9 2
mx x 

     ，解得：
7
8

m   。直线 l的方程为：
3 7
2 8

y x  。

（2）设直线 l方程为：
2
3

x y t  ；联立
2

2
3
3

x y t

y x

  

 

得： 0322  tyy ；

步骤 3：韦达定理： 221  yy ， tyy 321  ；

PBAP 3 ， 21 3yy  ， 12 y ， 31 y ， 1t ，则代入弦长公式得：

 21 2 1 2
4 13 4 131 4 4 12
9 3 3

AB y y y y         。

抛物线的焦点弦中常考的二级结论

题型一 焦点弦两端点坐标定值关系

过抛物线 )0(22  ppxy 焦点的直线交抛物线于 A、 B两点，则：
2pyy BA  ，

4

2pxx BA  。(焦点在 y轴上的性质对比给出。)

引伸：M ( ,0)a ( 0)a  在抛物线
2 2 ( 0)y px p  的对称轴上，过M 的直线交抛物线于两

点。 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ， 1 2.y y = 2pa (定值)。

题型二 焦点弦长

2sin
2|| pAB  ( 是直线 AB 与焦点所在轴的夹角)（小题或简答题用于验证答案。）

= 1 2x x p  (焦点在 x轴正半轴上)(其它三种同理可以推导。)（简答题常用。），焦点弦中

通径(垂直于对称轴的焦点弦，长为 2p )最短。



题型三 焦点弦被焦点分成两段焦半径的关系及焦半径公式

BFAF  ，则有：
pBFAF
2

||
1

||
1

 (定值)。
1
1cos






 ，

cos1


pAF ，

cos1


pBF ( 为直线与焦点所在轴的夹角。)

1.设抛物线 2: 4C y x 的焦点为 F ，直线 l过 F 且与C交于 A，B两点，若 BFAF 3 ，

则 l的方程为 ( )

A. 1y x  或 1 xy B.
3 ( 1)
3

y x  或
3 ( 1)
3

y x  

C. 3( 1)y x  或 3( 1)y x   D.
2 ( 1)
2

y x  或
2 ( 1)
2

y x  

【解析】法一：由
pBFAF
2

||
1

||
1

 ，得
2sin

2
3
16 pAB  ，得

2
3sin  ， 3k 或

3 ，选 C。

秒杀方法：
2
1

1
1cos 






 ，

3
  或

3
2  ，选 C。

题型四 由焦点弦围成图形的面积

面积：
sin2

2pS AOB  ，过 A、B分别向准线作垂线，垂足分别为M、N。
3
2

sin
2pSAMNB  (

是直线 AB与焦点所在轴的夹角。)。

1.设 F 为抛物线C : 2 3y x 的焦点,过 F 且倾斜角为30°的直线交C于 BA, 两点,O为坐

标原点,则 OAB 的面积为 ( )

A. 3 3
4

B. 9 3
8 C. 6332 D. 94

【解析】代入公式
sin2

2pS AOB  中，得 9
4 ，选 D。

题型五 以焦点弦为直径的圆的性质



过 A、B分别向准线作垂线，垂足分别为M、N。以 AB为直径的圆与准线相切，切点为MN

中点Q， BQAQ, 分别是抛物线的切线，并且分别是 NBAMAB  , 的角平分线。

1.已知点  1,1M 和抛物线 xyC 4: 2  ，过C的焦点且斜率为 k的直线与C交于 A , B两点.

若 90AMB  ∠ ,则 k = 。

【解析】依题意得，抛物线C的焦点为 (1,0)F ，设直线 AB：x=my+1，与抛物线联立：









xy
myx
4

1
2

，得 0442  myy ，设 A 







1

2
1 ,
4

yy
、B 








2

2
2 ,
4

yy
， myy 421  ， 421 yy ，

由 0MBMA ，代入根与系数的关系，得
2
1

m ，即 2k  。

或由性质知 AB中点的纵坐标为 1，即 24 m ，得
2
1

m ，即 2k  。

秒杀方法：以 AB为直径的圆与准线相切，而M 在准线上， M 是切，知 AB中点的纵

坐标为 1，由点差法得 pky 中 ， 2k  。

2.设抛物线 xyC 4: 2  的焦点为 F ，过 F 且斜率为  0k k  的直线 l与C交于 A , B两点，

8AB  。

（1）求 l的方程；

（2）求过点 A、 B且与C 的准线相切的圆的方程。

【解析】（1）由题意得  1,0F ， l的方程为    1 0y k x k   ，设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，由

 
2

1

4

y k x

y x

  



,得  2 2 2 22 4 0k x k x k    , 216 16 0k    ，故 1 2

2

2

2 4
k

x kx 
  ，

所以    1 2

2

2

4 4| | | | | | 1 1 kAB A xF BF
k

x 
       ，由题设知

2

2

4 4 8k
k


 ，解得 1k   (舍

去)， 1k  ，因此 l的方程为 1y x  。

秒杀方法：AB= 8
sin
4

sin
2

22 


p
，得

2
2sin  ， 1k  。

（2）由(1)得 AB中点坐标为  3,2 ，所以 AB垂直平分线方程为  2 3y x    ，即 5y x  

设所求圆的圆心坐标为  0 0,x y ，r=圆心到准线的距离= 10 x ，
2r =

2

2 






 AB
+圆心到直线



AB距离的平方，
0 0

2
2 0 0

0

5,

( 1)
( 1) 16

2

y x

y x
x

  

  

  

，解得
0

0

3
2

x
y


 
或

0

0

11
6

x
y


  
，

因此所求圆的方程为    2 23 2 16x y    或    2 211 6 144x y    。

题型六 如图两圆的性质

以MN为直径的圆与 AB相切，切点为焦点 F 。以焦半径为直径的圆与 y轴相切。

1.设抛物线C： )0(22  ppxy 的焦点为 F ，点M 在C上， 5MF |，若以 MF为直

径的圆过点  2,0 ，则C的方程为 ( )

A. xy 42  或 xy 82  B. xy 22  或 xy 82 

C. xy 42  或 xy 162  D. xy 22  或 xy 162 

 
10

 

8

 

6

 

4

 

2

 

-2

 

-4

 

-6

 

-10

 

-5

 

5

 

10

 

Q

 

R

 

B

 

N

 

A

 

K

 

O

 

F

 

M

【解析】可知 M的横坐标为
2

5 p
 ，纵坐标为： )

2
5(2 pp  ，(0,2)是切点，

即 )
2

5(2 pp  =4，得 2p 或 8p ，选 C。



专题十一 圆锥曲线中点弦

圆、椭圆、双曲线的中点弦问题。

注：方程：
2 2 1mx ny  ，

①当 0, nm 且 nm  时，表示椭圆；

②当 0, nm 且 nm  时，表示圆；

③当 nm, 异号时，表示双曲线。

点差法：

步骤 1：设直线与曲线 ：设直线 :l y kx t  与曲线：
2 2 1mx ny  交于两点 A、B，AB

中点为 ),( 中中 yxP ，则有 ,A B既在直线上又在曲线上，设 ),( 11 yxA , ),( 22 yxB ；

步骤 2：代入点坐标：即
1 1

2 2

y kx t
y kx t
 

  
;

2 2
1 1
2 2

2 2

1......(1)

1......(2)

mx ny

mx ny

  


 
；

步骤 3：作差得出结论：（1）-（2）得： . .AB AB OP

y mk k k
x n

  中

中

。

题型一 求值，利用结论求 k或斜率乘积定值

1.已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yG a b
a b

    的右焦点为  0,3F ，过点 F 的直线交椭

圆于 BA, 两点，若 AB的中点坐标为  11 ， ，则 E的方程为 ( )

A. 1
3645

22


yx

B. 1
2736

22


yx

C. 1
1827

22


yx

D. 1
918

22


yx

【解析】由结论可得： 2

2

2
1

1
1

a
b




，得
22 2ba  ， 3c ，选 D。



2.已知双曲线 E的中心为原点，  3,0F 是 E的焦点，过F 的直线 l与 E相交于 ,A B两点，

且 AB的中点为  12, 15N   ，则 E的方程为 ( )

A.
2 2

1
3 6
x y

  B.
2 2

1
4 5
x y

  C.
2 2

1
6 3
x y

  D.
2 2

1
5 4
x y

 

【解析】由结论可得：
 
  2

2

123
150

12
15

a
b









，得
22 45 ba  ， 3c ，选 B。

3.已知倾斜角为 45 的直线 l过点 )2,1( A 和点 B， B在第一象限， 23|| AB 。

（1）求点 B的坐标；

（2）若直线 l与双曲线 1: 2
2

2

 y
a
xC )0( a 相交于 E 、F 两点，且线段 EF 的中点坐标为

)1,4( ，求 a的值。

【解析】(1) 
4

cos231 
Bx 4， 1

4
sin232 


By ，点 B的坐标为  4,1 。

(2)点差法：步骤 1：设直线与曲线 ：设直线 :l y kx t  与曲线 1: 2
2

2

 y
a
xC 交于两点 E、

F，EF中点为（4，1），则有 E、F既在直线上又在曲线上；

步骤 2：代入点坐标：即
1 1

2 2

y kx t
y kx t
 

  
；














)2(1

)1(1

2
22

2
2

2
12

2
1

y
a
x

y
a
x

；

步骤 3：作差得出结论：（1）-（2）得： 2

1.EF

y
k

x a
中

中

，代入点 )1,4( ，得 2a  。

4.已知椭圆 )0(9: 222  mmyxC ，直线 l不过原点O且不平行于坐标轴， l 与C有两

个交点 BA, ，线段 AB的中点为M 。

（1）证明：直线OM 的斜率与 l的斜率的乘积为定值；

（2）若 l过点 





 mm ,
3

，延长线段OM 与C交于点 P，四边形OAPB能否平行四边行？若

能，求此时 l的斜率，若不能，说明理由。



【解析】:（1）点差法：步骤 1：设直线与曲线 ：设直线 :l y kx t  与曲线

)0(9: 222  mmyxC 交于两点 A、B，AB中点为 ),( 中中 yxP ，则有 ,A B既在直线上

又在曲线上，设 ),( 11 yxA , ),( 22 yxB ；

步骤 2：代入点坐标：即
1 1

2 2

y kx t
y kx t
 

  
；










)2(9

)1(9
22

2
2

2

22
1

2
1

myx

myx
；

步骤 3：作差得出结论：（1）-（2）得： 9 lOM kk ；

（ 2 ） 设 l 的 斜 率 为 k ， 由 9. k
x
y

M

M ① ， 





 

3
mxkmy MM ② ， 联 立 得















9
39,

)9(3
3

22

2

k
kmm

k
mkmkM ，得 














9
618,

)9(3
26

22

2

k
kmm

k
mkmkP ，代入椭圆中得：

08172188 234  kkkk ，

   0989 22  kkk ， 74k ，即存在。

5.(2013 年新课标卷 II)平面直角坐标系 xOy中，过椭圆 M:
2 2

2 2 1x y
a b

  ( 0 ba )右焦

点的直线 03  yx 交 M于 A、B两点，且 P 为 AB的中点，OP 的斜率为
1
2
。

（1）求 M的方程；

（2）C,D为 M上的两点，若四边形 ACBD的对角线 CD⊥AB，求四边形 ACBD面积的最大

值。

【 解 析 】 (1) 代 入 右 焦 点  0,c 可 得 3c ， 仿 照 前 面 步 骤 ， 由 点 差 法 得

2
1

2

2


a
bkk ABOP ，

22 2ba  ，椭圆的方程为： 1
36

22


yx

。

(2)设 CD 方程： mxy  ，AB、CD 方程与椭圆联立，由弦长公式得：
3
64

AB ，

2218
3
22 mCD  ， 33  m ，

2218
9
38

2
1 mCDABS  ，

当 0m 时， 6
3
8

max S 。结论：平行直线系，过椭圆中心（原点）时弦长最大。



题型二 求当 ABk 为定值时，平行弦中点轨迹

法一：直线与曲线联立，利用根与系数的关系，求出中点坐标的参数方程，消参数即得中点

弦轨迹方程。

法二：利用点差法得：
n
mk

x
y


中

中 ，即 x
kn
my  （过原点的直线在曲线内部的部分）。

1.（1）求右焦点坐标是 )0,2( ，且经过点 )2,2(  的椭圆的标准方程；

（2）已知椭圆C的方程是 12

2

2

2


b
y

a
x )0(  ba ，设斜率为 k 的直线 l，交椭圆C于 A B、

两点， AB的中点为M ，证明：当直线 l平行移动时，动点M 在一条过原点的定直线上；

（3）利用（2）所揭示的椭圆几何性质，用作图方法找出下面给定椭圆的中心，简要写出作

图步骤，并在图中标出椭圆的中心。

【解析】(1)法一：设椭圆标准方程为： 12

2

2

2


b
y

a
x

， 422  ba ，即 1
4 2

2

2

2


 b

y
b
x

∵ 点( 2,2  )在椭圆上，∴ 12
4

4
22 

 bb
，解得 42 b 或 22 b (舍)，得 82 a ，

即椭圆的方程为： 1
48

22


yx

。

法二：利用椭圆的定义，点 )2,2(  到两焦点 )0,2( 、  0,2 距离之和为 a2 = 24 ，

22a ， 2b 。

（2）步骤 1：设直线与曲线：设直线 l的方程为 mkxy  ，与椭圆C交于 A ( 1 1,x y )，

B ( 2 2,x y )两点；

步骤 2：直线与曲线联立：










12

2

2

2

b
y

a
x

mkxy
，得 02)( 222222222  bamakmxaxkab ；



步骤 3：由韦达定理写出根与系数的关系：∵ 0 ，∴ 2222 kabm  ，即

222222 kabmkab  ，则
2

1 2 2 2 2

2 ,a kmx x
b a k

  


2

1 2 2 2 2

2b my y
b a k

 


；

步骤 4：代入得出结论：∴ AB中点M 的坐标为 









 222

2

222

2

,
kab

mb
kab

kma
，即线段 AB

的中点M 在过原点的直线 022  ykaxb 上。

法二：利用点差法可得（步骤同上）：
2

2

y ak
x b
  中

中

，即
2

2

ay x
kb

 
中 中

，即在过原点的定

直线上。

（3）如图，作两条平行直线分别交椭圆于 A、 B和 DC、 ，并分别取 AB、CD的中点

NM、 ，连接直线MN ；再作两条平行直线(与前两条直线不平行)分别交椭圆于 1A 、 1B 和

11 DC、 ，并分别取 11BA 、 11DC 的中点 11 NM 、 ，连接直线 11NM ，那么直线MN 和 11NM 的

交点O即为椭圆中心。



题型三 当直线 l恒过定点  ,e f 时，得定点弦中点轨迹：用 AB

y f
k

x e





中

中

消去 ABk

法一：直线与曲线联立，利用根与系数的关系，求出中点坐标的参数方程，消参数即得中点

弦轨迹方程。

法二：利用点差法得：
n
mk

x
y


中

中 ，即
n
m

ex
fy

x
y






中

中

中

中 。

1.设椭圆方程为: 1
4

2
2 

yx ，过点  0,1M 的直线 l交椭圆于点 ,A B，O是坐标原点，点

P满足 )(
2
1 OBOAOP  ，点 N 的坐标为 )

2
1,

2
1( ，当 l绕点M 旋转时。

求:（1）动点 P的轨迹方程；（2）求 PN 的最值。

【解析】（1）法一：步骤 1：设直线方程：当 k存在时，设 l的方程为 1y kx 

直线与曲线联立：











1
4

1
2

2 yx

kxy
，得 032)4( 22  kxxk ；

由韦达定理写出根与系数的关系：
















.
4
8

,
4
2

221

221

k
yy

k
kxx

；

代入关系式：
1 ( )
2

OP OA OB  
  

1 2 1 2( , )
2 2

x x y y 
2 2

4( , )
4 4
k
k k




 
，设点 P的坐标为

),,( yx 则


















.
4
4

,
4

2

2

k
y

k
kx

，消去参数 k得 04 22  yyx ；

当 k不存在时，得 P(0,0)，满足 04 22  yyx ，即 P 点的轨迹为： 04 22  yyx 。

法二：利用点差法可得（步骤同上）： 4
0
1






中

中

中

中

x
y

x
y

，化简得： 04 22  yyx 。



（2） 1

4
1
2
1

16
1

2

2








 


y

x
，

2 1 1 1, .
16 4 4

x x    2 2 21 1| | ( ) ( )
2 2

NP x y   


21 73( )
6 12

x   ，

当
4
1

x 时， || NP 取最小值，最小值为
6
1;

4
1

x当 时， || NP 取得最大值，最大值为
21
6

。

抛物线中点弦问题。

抛物线：①
2 2 .y px y k p  

中
。

简答题步骤规范模板：

方法一：

①设直线 AB的方程；

②直线与曲线联立，整理成关于 x (或 y )的一元二次方程；

③写出根与系数的关系；

④利用
2

,
2

2121 yyyxxx 



 中中 ，把根与系数的关系代入。

方法二：点差法：

步骤 1：设直线与曲线 ：设直线 :l y kx t  与曲线： pxy 22  交于两点 A、B， AB中

点为 ),( 中中 yxP ，则有 ,A B既在直线上又在曲线上，设 ),( 11 yxA , ),( 22 yxB ；

步骤 2：代入点坐标：即
1 1

2 2

y kx t
y kx t
 

  
，










)2(2

)1(2

2
2

2

1
2
1

pxy

pxy
；

步骤 3：作差得出结论：（1）-（2）得：
2 2 .y px y k p  

中
。

同理可推出其余三类方程的中点弦结论：

②
2 2 .y px y k p    

中
。

③
2 2 .x py x p k  

中
。

④ kpxpyx  中22
。



题型四 求值(求 k或 p)

1.已知抛物线C的顶点在坐标原点，焦点为 F  0,1 ，直线 l与抛物线C相交于 BA, 两点，

若 AB的中点为(2,2)，则直线 l的方程为 。

【解析】抛物线方程为： xy 42  ，由结论得： 22  k ， 1k ，直线方程为 xy  。

2.已知抛物线
2 2 ( 0)y px p  ，过其焦点且斜率为 1 的直线交抛物线于 A、B两点，若线

段 AB的中点的纵坐标为 2，则该抛物线的准线方程为 ( )

A. 1x  B. 1x   C. 2x  D. 2x  

【解析】由结论得：2×k=p，k=1，p=2，抛物线方程为： xy 42  ，选 B。

3.已知 F 是抛物线 xyC 4: 2  的焦点， ,A B是C上的两个点，线段 AB的中点为 (2 2)M ， ，

则 ABF 的面积等于 。

【解析】由结论得： 22  k ， 1k ，直线 AB方程为 xy  ，A(0,0)，B(4,4)，S=2。

4.设 F 为抛物线C : xy 42  的焦点，过点  0,1P 的直线 l交抛物线C于 BA, 两点，点Q

为线段 AB的中点，若 2FQ ，则直线 l的斜率等于 。

【解析】设 )1(:  xkyl ，
k

y 2
中 ，代入直线得 12

2 
k

x中 ，代入 2FQ ，得 1k 。



专题十二 圆锥曲线中最值

题型一 定点与椭圆上动点的距离的最值问题。

定点与椭圆上动点的距离的最值：写出定点与椭圆上动点的距离表示，利用点在椭圆上可

消去 x或 y，然后转化为关于 y或 x的二次函数，利用椭圆的有界性确定最值；或设椭圆的

参数方程，利用三角函数的有界性去限定。

椭圆上的点到两焦点距离最大、最小值的点为长轴两端点：min : ;max :a c a c  。

1.设 QP, 分别为圆   26 22  yx 和椭圆 1
10

2
2

 yx
上的点，则 QP, 两点间的最大距离

是( )

A. 25 B. 246  C. 27  D. 26

【解析】法一：转化为圆心到椭圆上点的距离的最大值加（半径）

2 , 46129)6( 222  yyyx ,转化为二次函数， 11  y ，

当
3
2

y 时，取到最大值 25 ，选 D。

法二：参数法，设











sin
cos10

y
x

，代入转化为关于 sin （或 cos ）的二次函数。

2.设椭圆方程为: 1
4

2
2 

yx ，过点  0,1M 的直线 l交椭圆于点 ,A B，O是坐标原点，点

P满足 )(
2
1 OBOAOP  ，点 N 的坐标为 )

2
1,

2
1( ，当 l绕点M 旋转时。

求:（1）动点 P的轨迹方程； （2）求 PN 的最值。

【解析】（1）法一：设直线方程：当 k存在时，设 l的方程为 1y kx  ；

直线与曲线联立：











1
4

1
2

2 yx

kxy
，得 032)4( 22  kxxk ；

由韦达定理写出根与系数的关系：
















.
4
8

,
4
2

221

221

k
yy

k
kxx

；



代入关系式：
1 ( )
2

OP OA OB  
  

1 2 1 2( , )
2 2

x x y y 
2 2

4( , )
4 4
k
k k




 
，设点 P的坐标为

),,( yx 则


















.
4
4

,
4

2

2

k
y

k
kx

，消去参数 k得 04 22  yyx ；

当 k不存在时，得 P(0,0)，满足 04 22  yyx ，即 P 点的轨迹为： 04 22  yyx 。

法二：利用点差法可得（步骤同上）： 4
0
1






中

中

中

中

x
y

x
y

，化简得： 04 22  yyx 。

（2） 1

4
1
2
1

16
1

2

2








 


y

x
，

2 1 1 1, .
16 4 4

x x   

2 2 21 1| | ( ) ( )
2 2

NP x y   


21 73( )
6 12

x    ，

当
4
1

x 时， || NP 取最小值，最小值为
6
1;

4
1

x当 时， || NP 取得最大值，最大值为
21
6

。

题型二 椭圆或双曲线上的动点到一个定点与一个焦点的距离的和或差的最值

问题。

椭圆或双曲线上一点M与一定点 P，MF MP 最大或最小，转化为椭圆(或双曲线)上点

M到另一个焦点的距离，
',P F 连线与椭圆(或双曲线)的交点为所求的 P点。

1.已知 F 是双曲线
2 2

1
4 12
x y

  的左焦点， (1, 4),A P是双曲线右支上的动点，则 PF PA

的最小值为 。

【解析】 41  PFPF ， 5)( 1min1  AFPAPF ，即最小值为 9。



2. 已知 F 是双曲线
2

2: 1
8
yC x   的右焦点，P是C左支上一点，  0,6 6A ，当 APF

周长最小时，该三角形的面积为 。

【解析】到右焦点的距离转化为到左焦点的距离 a2 ，设左焦点为 1F ，则有

 AFPFAP

aPAPFPFAP 21515 1  = PAPF  117 ，当 A、P、F1三点共线时周长最

小为 32，可求得 P  622， ，则  626
2
1666

2
1S 612 。

3.已知点 (1,1)A ，而且 1F 是椭圆
2 2

1
9 5
x y

  的左焦点， P 是椭圆上任意一点，求

1PF PA 的最小值和最大值。

【解析】       2662 2(min)ma2max(min)1  AFPFPAaPAPF
x

，A、F2与椭

圆的两个交点为所求的 P点。

题型三 抛物线上的动点到定点(定直线)与焦点（或准线或 y轴）的距离之和的

最值问题。

抛物线上的点到焦点的距离到准线（或 y轴）的距离(转化后连线与抛物线的交点为所

求的点。)。

1.已知点 P在抛物线
2 4y x 上，那么点 P到点 (2 1)Q ， 的距离与点 P到抛物 线焦点距离

之和取得最小值时，点 P的坐标为 ( )

A.
1 1
4

  
 

， B.
1 1
4

 
 
 

， C. (1 2)， D. (1 2)，

【解析】点 P 到焦点的距离转化为到准线的距离，即点 P 到准线的距离与到点 Q 的距离之和

最小，即 Q到准线的距离最小，选 A。



2.已知点 P是抛物线
2 2y x 上的一个动点，则点 P到点  0,2 的距离与 P到该抛物线准线

的距离之和的最小值为

【解析】点 P 到准线的距离转化为到焦点的距离，即焦点与点（0，2）两点之间距离最小，

2
174

4
1



3.已知直线 1 : 4 3 6 0l x y   和直线 2 : 1l x   ,抛物线
2 4y x 上一动点 P到直线 1l 和直

线 2l 的距离之和的最小值是 ( )

A.2 B.3 C.
11
5

D.
37
16

【解析】 2l 是抛物线的准线，点P到直线 2l 的距离等于点 P到焦点的距离，即在抛物线上

找一点到焦点的距离与到 1l 的距离之和最小，只需过焦点向 1l 作垂线，与抛物线的交点为所

求的点，最小值为  1,0 到直线 1 : 4 3 6 0l x y   的距离，即最小值为 2，选 A。

题型四 抛物线上的动点到定点或定直线的距离的最值问题。

设出抛物线上的点的坐标，利用距离公式表示，然后转化为二次函数的最值问题。到定直

线的距离亦可以利用切线（导数）。

1.若抛物线
2 2x y 的顶点是抛物线上到点 (0, )A a 的距离最近的点，求 a的取值范围。

【解析】设抛物线上的点 P 








2
,

2
0

0
xx ，   22

0
4
0

22
02

0 1
4
1

2
axaxaxxPA 








 ，

只需二次函数的对称轴：   012  a ， 1a 。

秒杀结论．．．．：

当抛物线对称轴上的．．．．．点．P．到抛物线上的点距离最近的点是顶点时，需点 P到顶点的距离 p。

应用：在抛物线型酒杯(轴截面是抛物线)中放入一小球，当小球的半径 r p 时，小球会落

到杯底，当 r>p 时，小球会卡到中间。



1.对于抛物线
2 4y x 上任意一点Q，点 P ( ,0)a 都满足 PQ a ，则 a的范围是( )

A.  ,0 B.  , 2 C. 0,2 D.  0,2

【解析】法一：设 Q(x,y)，

2 2 2 2 2( ) ( ) 4 (4 2 )PQ x a y x a x x a x a          a ，平方得：
2 (4 2 )x a x  0

因为 0x  ，即 4 2 0x a   ，只需 4 2 0a  ，即 2a  ，选 B。

或分离参数：只需 042 min  xa ，即 2a  ，选 B。

法二：同上，转化为抛物线的顶点是抛物线上到点 P(a,0)的距离最近的点，即 2a  ，选 B。

2.抛物线
2y x 上到直线 2 4x y  的距离最小的点的坐标是

【解析】法一：设 P  200 , xx ，则
5

42 2
00 


xx

d ，当 10 x 时最小，选 B。

法二：设 P  200 , xx ，当过点 P的切线与已知直线平行时，切点为所求的点， 22 0
'  xyk ，

10 x ，即 P(1,1)

3.在平面直角坐标系 xOy 中，已知点  0, 1A  ，B 点在直线 3y   上， M 点满

足: OAMB // ， BAMBABMA  ，M点的轨迹为曲线 C。

（1）求C的方程；

（2） P为C上的动点， l为C在 P点处得切线，求O点到 l距离的最小值。

【解析】:（1）设 M(x,y)，B(x0,3)，代入向量关系得：x=x0，C的方程为：
21 2

4
y x  ;

（2）转化为关于 0x 的函数，利用基本不等式求最值：设点 P  0 0,x y ，利用导数求切线斜

率，k= 'y = 02
1 x ，得切线方程为： :l 2

0 0 02 2 0x x y y x    ，(或设点 P 





  2

4
1, 2

00 xx )，

则 O 点到 l的距离
2

0 0
2
0

| 2 |
4

y xd
x





，又
2

0 0
1 2
4

y x  ，



2
0

2
02 2

0 0

1 4 1 42 ( 4 ) 2;
24 4

x
d x

x x


    

 
(仅当

2
0x =0 取等号，O点到 l距离最小为 2。)。



题型五 弦长或面积最值问题。

答题步骤：

步骤 1：设直线的方程；

步骤 2：直线与曲线联立，整理成关于 x(或 y)的一元二次方程；

步骤 3：写出根与系数的关系；

步骤 4：写出面积(或弦长)的几何表示(在求面积时最好选底或高其中一个为定值。)，把根

与系数的关系

代入。

步骤 5：转化为某个变量的函数，根据函数的特点求最值(一般利用基本不等式或二次函数．．．．．．．．．．．．．．

或导数求最值。．．．．．．．)。

二级结论：

①在椭圆中．．．．，．过焦点作互相垂直的两条弦．．．．．．．．．．．．，．构成四边形的面积与两条弦长度之和的最值为．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．：．

当斜率不存在与斜率为．．．．．．．．．．0．时面积与长度和最大；当斜率为．．．．．．．．．．．．．． 1 时面积与长度和最小。．．．．．．．．．．

②．在抛物线中．．．．．，．过焦点作互相垂直的两条弦．．．．．．．．．．．．，．构成四边形的面积与两条弦长度之和最值为．．．．．．．．．．．．．．．．．．．：．

当斜率为．．．． 1 时面积与长度和最小，无最大值。．．．．．．．．．．．．．．．

1.已知 F 为抛物线 xyC 4: 2  的焦点，过 F 作两条互相垂直的直线 21, ll ，直线 1l 与C交于

A、 B两点，直线 2l 与C交于D、 E两点，则 DEAB  的最小值为 ( )

A.16 B.14 C.12 D.10

【 解 析 】 设 )1(:1  xkyl ， 与 抛 物 线 联 立 得 ：   042 2222  kxkxk ，

221
44
k

pxxAB  ，

将
k

k 1
 ，得

244 kDE  ， DEAB  = 16148 2
2 






 

k
k ，仅当 1k 时取等号。

秒杀方法：设 1l 的倾斜角为 ，

则 DEAB  =
 2sin

16
cossin
4

cos
4

sin
4

22222  16 。



2.已知点 A  2,0  ，椭圆 E：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

    的离心率为
3
2

，F是椭圆的右焦点，

直线 AF 的斜率为
2 3
3

，O为坐标原点。

（1）求 E的方程；

（2）设过点 A的动直线 l与 E相交于 ,P Q两点，当 OPQ 的面积最大时，求 l的方程。

【解析】（1）由
 

3
22

0
20





cc
，得 3c ，由离心率得 2a ，椭圆 E的方程为：

1
4

2
2

 yx
;

（2）法一：步骤 1：设直线方程 ：i.当 k 不存在时，不符合题意；ii.当 k 存在时，设

2:  kxyl ；

步骤 2：直线与曲线联立：将直线与椭圆联立得： 01216)41( 22  kxxk ，

由 0)34(16 2  k ，得
4
32 k ，

14
3414

2

22





k

kkPQ ，

点O到直线的距离
1

2
2 


k

d ；

步骤 3：写出面积关于 k的函数关系式：S= dPQ 
2
1

=
14
344

2

2




k
k

，设 tk 34 2
，

t
tt

tS OPQ 4
4

4
4
2





 ；

步骤 4：利用基本不等式求最值：则基本不等式得 44


t
t ，当且仅当 2t ，即

2
7

k

时等号成立，即 2
2
7:  xyl 。

法二：S=   21
2

212121 4
2
1 xxxxxxxxOASS OQAOPA  =

14
344

2

2




k
k

，

同上。



3.已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    过点 (2,3)M ，点 A为其左顶点，且 AM 的斜率为

1
2
.

（1）求C的方程；

（2）点 N 为椭圆上任意一点，求 AMN 的面积的最大值.

【解析】（1）根据题意，把点 (2,3)M 代入椭圆得到 2 2

4 9 1
a b

  ①，设 ( ,0)A a ，又

3 1
2 2AMk a

 


，∴ 4a  ，代入①式，求得 2 12b  ，∴椭圆C的方程为
2 2

1
16 12
x y

  .

（2）法一：转化为椭圆上的点到直线 AM距离的最值，

由题意，可知 AM 的直线方程为 2 4 0x y   ，

设与之平行的直线： 2 0x y m   ，

当与椭圆相切时，切点为所求的点 N，切点到直线的距离为最大距离，

直 线 与 椭 圆 联 立 2 2

2 0

1
16 12

m
x
x y

y


  






， 得
2 216 12 3 48 0y my m    ，

2 2144 64(3 48) 0m m     ，得 8m   ，

由题意知当 8m   时， AMN 面积最大，

两 条 平 行 直 线 2 4 0x y   与 2 8 0x y   的 距 离
2 2

| 4 ( 8) | 12 5
51 ( 2)

d  
 

 
，

| | 3 5AM  ，∴
1 12 53 5 18
2 5AMNS     。

法二：参数法，设 N   sin32,cos4 ，

则
5

4sin34cos4 



d ，

5
512

max d ，同上。



专题十三 圆锥曲线中定值与定点

圆锥曲线中的定值与定点。

解析几何中证明(求)直线(曲线)过定点，一般是先选择一个参数建立直线(曲线)系方程，再

根据直线(曲线)系过定点时与参数没有关系，得到一个关于 yx, 的方程组，以这个方程组的

解为坐标的点为所求定点；定值问题是通过已知条件(主要利用根与系数的关系)，化简为与

参数没有关系的常数。

简答题步骤规范模板：

步骤 1：设直线的方程；

步骤 2：直线与曲线联立，整理成关于 x (或 y )的一元二次方程；

步骤 3：写出根与系数的关系；

步骤 4：把根与系数的关系代入已知条件；

步骤 5：如果直线中两量 bk , 有一定关系，则恒过定点；如果消去参数，则为定值。

【二级结论 1】

过椭圆或抛物线上一点  0 0,P x y 作两条弦，与曲线交于 A，B，PA，PB的斜率互为相反

数(倾斜角互补或与 x轴围成等腰三角形。)。则 AB的斜率为定值。

抛物线：
0

pk = -
y

，椭圆：
2

0
2

0

b x
a y

，亦可理解为过  0 0,P x y 作曲线切线斜率的相反数。

方法一答题规范模板：

步骤 1：设直线的方程；

步骤 2：直线与曲线联立，整理成关于 x(或 y)的一元二次方程；

步骤 3：写出根与系数的关系；

步骤 4：利用 0 PBPA kk ，把根与系数的关系代入。

方法二答题规范模板：

步骤 1：设直线PA 的方程；

步骤 2：直线与曲线联立，整理成关于 x(或 y)的一元二次方程；

步骤 3：利用根与系数的关系求出点 A的坐标，把点 A的坐标中的 k换为-k得到点 B坐标；

步骤 4：由两点式求出 AB的方程，进而求出斜率为定值。



1.已知椭圆C过点 A 3(1, )
2

，两个焦点为  0,1 ，  0,1 。

（1）求椭圆C的方程；

（2） FE, 是椭圆C上的两个动点，如果直线 AE的斜率与 AF 的斜率互为相反数，证明

直线 EF 的斜率

为定值，并求出这个定值。

【解析】（1）方法一：待定系数法，由题意知， 1c ，设椭圆方程为： 1
1 2

2

2

2


 b

y
b
x

，

代入点 A 得： 2 2

1 9 1
1 4b b

 


，解得
2 3b  ，

2 3
4

b   (舍去)，所以椭圆方程为

2 2

1
4 3
x y

  。

方法二：定义法，A 到两焦点距离之和分别是
2
3
、

2
5
，则 42 a ，c=1，椭圆方程为

2 2

1
4 3
x y

  。

（2）方法二：步骤 1：设直线方程：设直线 AE的方程为：
3( 1)
2

y k x   ；

步 骤 2 ： 直 线 与 曲 线 联 立 ： 代 入
2 2

1
4 3
x y

  得

2 2 23(3 4 ) 4 (3 2 ) 4( ) 12 0
2

k x k k x k       ；

步骤 3：利用根与系数的关系求点 E、F的坐标：设 E  EE yx , ，F  FF yx , ，因为点
3(1, )
2

A

在椭圆上，所以 2

2

43
3124

k
kkxE 


 ，
3
2E Ey kx k   ，又直线 AF 的斜率与 AE的斜率

互为相反数，在上式中以 k 代 k，可得 2

2

43
3124

k
kkxF 


 ，
3
2E Ey kx k    ；

步骤 4：求出直线 EF的斜率：
( ) 2 1

2
F E F E

EF
F E F E

y y k x x k
K

x x x x
   

  
 

(定值)。

秒杀方法：由 k=
0

2
0

2

ya
xb

=
2
1

2
34

13





。



【二级结论 2】

①直线 nmyx  与抛物线 pxy 22  交于 A、B，在 x轴上存在定点 P（-n,0），使 PA、PB

的斜率互为相反数(倾斜角互补或斜率和为 0 或对称轴是 APB的平分线。)。逆过来亦成

立。即 AB恒过定点（n,0）。

②过椭圆焦点的直线与椭圆交于 A、B，存在定点 P(对应准线与焦点所在轴的交点









 0,

2

c
a

.)，使 PA、PB的斜率互为相反数(倾斜角互补或与斜率和为 0 或 x 轴是 APB

的平分线。)。逆过来亦成立。即 AB恒过定点焦点。

方法一答题规范模板：

步骤 1：设直线 AB的方程；

步骤 2：直线与曲线联立，整理成关于 x(或 y)的一元二次方程；

步骤 3：写出根与系数的关系；

步骤 4：利用 0 PBPA kk ，把根与系数的关系代入。

方法二答题规范模板：

步骤 1：设直线 PA的方程；

步骤 2：直线与曲线联立，整理成关于 x(或 y)的一元二次方程；

步骤 3：利用根与系数的关系求出点 A的坐标，把点 A的坐标中的 k换为-k得到点 B的坐

标；

步骤 4：由两点式求出 AB的方程，进而求出恒过的定点。

1.直角坐标系中，曲线
4

:
2xyC  与直线 y kx a  (a 0 )交于 M、N两点

（1）当 k=0 时，分别求 C在点 M和 N处的切线方程；

（2）y轴上是否存在点 P，使得当 k变动时，总有 OPNOPM  ？说明理由。

【解析】 （1） xy
2
1'  ，交点 NM , 坐标为  aa ,2 ， ak  ，切线方程分别为

0ax y a   、 0ax y a   ；

（2）设点（抛物线特有思路）：设

















4
,,

4
,

2
2

2

2
1

1
xxNxxM ；



代入关系： OPNOPM  0 NPMP kk ，设  bP ,0 ，则有 044
2

2
2

1

2
1







x

bx

x

bx

，

化简得：   









21
21 4

1
xx
bxx =0；

直线与曲线联立：直线与抛物线联立得： 0442  akxx ，由根与系数的关系代入得：

axx 421  ， 0
44

14 





 

a
bk ，即 ab  ，即存在点  aP ,0 ，使得 OPNOPM  。

2.(2018 年卷 I)设椭圆 1
2

2
2

 yxC： 右焦点为 F，过 F的直线 l与 C交于 A、B两点，点 M

的坐标为  0,2 。

（1）当 l与 x轴垂直时，求直线 AM的方程；

（2）设 O 为坐标原点，证明： OMA OMB∠ ∠ 。

【解析】（1）将 1x  代入椭圆方程得：
21 1

2
y  ，

2
2

y   ，∴
2(1, )
2

A  ，∴

2
2AMk   ，∴直线 AM的方程为：

2 ( 2)
2

y x   。

（2）证明：设直线方程：当 l 斜率不存在时，由（1）可知，结论成立；当 l 斜率存在时，

设其方程为 ( 1)y k x  ，设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ；

直线与曲线联立：直线与椭圆联立， 2
2

( 1)
,

1
2

y k x
x y

 



 

即 2 2 2 2(2 1) 4 2 2 0k x k x k     ；

写出根与系数的关系：∴
2

1 2 2

4
2 1
kx x
k

 


，
2

1 2 2

2 2
2 1
kx x
k





；

将根与系数的关系代入：
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

[(2 3( ) 4]
2 2 ( 2)( 2)AM BM

y y k x x x xk k
x x x x

  
   

   

2 2

2 2

1 2

4 4 12( 4 )
2 1 2 1 0
( 2 )( 2 )

k kk
k k
x x


 

  
 

，∴ AM BMk k  ，∴ OMA OMB   。

秒杀方法： 







 0,

2

c
a

=(2,0)。



4.已知椭圆
2 2

2 2: 1x yC
a b

  过点 ( 2, 1)A   ，且 2a b 。

（1）求椭圆 C的方程；

（2）过点 ( 4,0)B  的直线 l交椭圆 C于点M、N，直线 ,MA NA分别交直线 4x   于点 ,P Q，

求
| |
| |
PB
BQ

的值。

【解析】（1）椭圆方程可设为： 1
4 2

2

2

2


b
y

b
x

，将点 A代入，得 22 b ，椭圆的方程为：

1
28

22


yx

。

（2）步骤 1：设直线方程：设直线 MN的方程为：  4 xky ；

步骤 2：直线与曲线联立：将直线 MN与椭圆联立得：   08643214 2222  kxkxk ；

步骤 3：写出根与系数的关系：设 M  11, yx 、N  22 , yx ，则有：
14

32
2

2

21 

k
kxx ，

14
864

2

2

21 



k
kxx ；

步骤 4：将根与系数的关系代入：设 P  Py,4 、Q  Qy,4 ，由 M、A、P 三点共线得：

  
2

412

1

1





x

xky p ，同理由 N、 A、 Q 三点共线得：
  

2
412

2

2





x

xkyQ 。

   
   0

22
166212

21

2121 





xx
xxxxkyy QP ，

 1
Q

P

y
y

BQ
PB

。



5.已知 A、B分别为椭圆 E：
2

2
2 1x y
a

  （ 1a ）的左、右顶点，G为 E的上顶点， 8AG GB 
 

，

P为直线 x=6 上的动点，PA与 E的另一交点为 C，PB与 E的另一交点为 D。

（1）求 E的方程；

（2）证明：直线 CD过定点。

【解析】（1）G  10，，A  0,a ，B  0,a ，  1,aAG  ，  1, aGB ，由 8AG GB 
 

得 92 a ，

椭圆的方程为：
2

2 1
9
x y  。

（2）方法一：设直线方程：设直线 CD方程为：x=my+n；

直线与曲线联立：直线 CD与椭圆联立得：   0929 222  nmnyym ， 33  n ；

写出根与系数的关系：设 C  11, yx 、D  22 , yx ，则有：
9

2
221 



m
mnyy ，

9
9

2

2

21 



m
nyy ；

将根与系数的关系代入：设 P(6,t)，当 t 0 时，由 P、A、C三点共线得：  3
9 11  xty ，

同理由 P、B、D三点共线得：  3
3 22  xty ，消去 t得：    333 1221  xyxy ，

由于 1
19

2
2

2
2 

yx
①，得   22

2
2 339 xxy  ②，

①②得：   3327 2121  xxyy =   33 21  nmynmy ，

       03327 2
2121

2  nyynmyym ，代入得：n=-3(舍去)，n=
2
3
,即过 






 0
2
3
，

当 t=0 时，CD的方程为 y=0，亦过定点 





 0
2
3
， ，

即直线 CD过定点 





 0
2
3
，

方法二：设直线 PA的方程为：  3
9

 xty ，与椭圆联立，求出点 C的坐标，同理求出点

D的坐标，由两点式求出 CD的方程，再求定点



专题十四 圆锥曲线中切线

当抛物线开口向上或开口向下时（此时抛物线可看作函数），主要利用导数解决，当抛物线

开口向左或开口向右时利用 0 解决。椭圆利用 0 解决。

题型一 过曲线上一点作曲线的切线

二级结论：

①过椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

上一点  00 , yxP 作切线，则切线方程为： 12
0

2
0 

b
yy

a
xx

。

证明：（此步骤必须牢记，在大题中要体现）设过  00 , yxP 的切线方程为：  00 xxkyy  ，

与椭圆方程联立，利用 0 。

②过抛物线 pxy 22  上一点  00 , yxP 作切线，则切线方程为： )( 00 xxpyy  。

证明：（此步骤必须牢记，在大题中要体现）设过  00 , yxP 的切线方程为：  00 xxkyy  ，

与抛物线方程联立，利用 0 。若为开口向上或开口向下的抛物线，求导，代点，求出切

线的斜率，利用点斜式求出切线的方程 。

1.抛物线
2y x 上到直线 2 4x y  的距离最小的点的坐标是 ( )

A.
1 1,
2 4

 
 
 

B.  1,1 C.
3 9,
2 4

 
 
 

D.  2,4

【解析】法一：设 P  200 , xx ，则
5

42 2
00 


xx

d ，当 10 x 时最小，选 B。

法二：设切点为  200 , xx ，则切线方程为： xxxy
0

2
0

2



， 22 0  xk ，即切点为  11，，

由点到直线的距离可求得，选 B。

法三：设 P  200 , xx ，过 P的切线与直线平行，切点为所求的点， 22 0
'  xyk ， 10 x ，

选 B。



题型二 过曲线外一点作曲线的切线

设过  00 , yxP 的切线方程为：  00 xxkyy  ，与曲线方程联立，利用 0 。

二级结论：

①过椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

外一点  00 , yxP 作椭圆的两条切线，则两切点连线方程为：

12
0

2
0 

b
yy

a
xx

。

证明：（此步骤必须牢记，在大题中要体现）设两切点为  11, yxA 、  22 , yxB ，则切线 PA：

12
1

2
1 

b
yy

a
xx

；同理，切线 PB： 12
2

2
2 

b
yy

a
xx

；点 P 在两切线上，则有： 12
01

2
01 

b
yy

a
xx

①， 12
02

2
02 

b
yy

a
xx

②，构造直线 l： 12
0

2
0 

b
yy

a
xx

，则由①②可知点 A、B均在直线 l上，

即直线 AB的方程为 12
0

2
0 

b
yy

a
xx

。

②过 pxy 22  外一点  00 , yxP 作抛物线的两条切线，则两切点连线方程为：

)( 00 xxpyy  。

题型三 阿基米德三角形

圆锥曲线的弦 AB与过弦的端点的两条切线围成的 PAB 叫做阿基米德三角形。

抛物线中阿基米德三角形的性质：

①当 AB过焦点时，则 P 在准线上； PBPA  ； ABPF  。

证明：（此步骤必须牢记，在大题中要体现。）

方法一：设抛物线方程为： pxy 22  ，AB方程为：
2
pmyx  ，直线与曲线方程联立：











2

22

pmyx

pxy
，得： 02 22  ppmyy ，设 








1

2
1 ,
2

y
p
yA ， 








2

2
2 ,
2

y
p
yB ，由前面步骤可知











p
yxpyyPA
2

2
1

1： ， 同 理 









p
yxpyyPB
2

2
2

2： ， 两 直 线 求 交 点 可 得

22
21 p
p
yyx  ，   pmyyy

y
py 


 21

1

1

2

2
1

22
，即点 P 在准线上， mkPF  ，



 ABPF  。 1
21


y
p

y
pkk PBPA ， PBPA  。

方法二：设两条切线 PA、PB的交点  00 , yxP ，则由前面步骤可知 AB方程：  00 xxpyy  ，

焦点 





 0,
2
pF 在直线上，代入得

20
px  ，点P在准线上。

※当抛物线方程为 pyx 22  时可利用导数求切线。

②当点 P 在准线上时，AB过焦点，底边 AB的中线平行于对称轴，且 PABS 的最小值为
2p 。

证明：设抛物线方程为： pxy 22  ，设 





 0,

2
ypP ，由前面步骤可知 AB： 






 

20
pxpyy ，

即过焦点。AB的中点为 





 

2
,

2
2121 yyxx

，由上面步骤可知： Pypmyy



2

21 ，即底

边 AB的中线平行于对称轴。

PABS = pxxmppABPF  21
222

2
1

2
1

=    2
3

22
21

2 121
2
1 mppyymmp  ，

当 0m 时，其面积最小为
2p 。

1.已知点 ( 2,3)A  在抛物线C：
2 2y px 的准线上，过点 A的直线与 C在第一象限相切

于点 B，记 C的焦点为 F，则直线 BF的斜率为 ( )

A.
1
2

B.
2
3

C.
3
4

D.
4
3

【解析】可知抛物线： xy 82  ，设 







0

2
0 ,
8

yyB ，则切线方程为： )
8

(4
2

0
0

yxyy  ，代

入点 A，得 80 y ，则  88，B ，
3
4

BFk 。选 D。

二级结论：阿基米德三角形：由 BFAF  ，选 D。



题型四 蒙日圆。

过椭圆 12

2

2

2


b
y

a
x

外一点  00 , yxP 作椭圆的两条互相垂直的切线，则 P 点的轨迹为圆，方

程为：
222

0
2

0 bayx  。

证明：（此步骤必须牢记，在大题中要体现。）

步骤 1：当 k存在时，设过  00 , yxP 的直线为 )( 00 xxkyy  ；

步骤 2：直线与椭圆联立；

步骤 3：由韦达定理， 0 （利用相切），得到关于 k的一元二次方程；

步骤 4：由韦达定理， 121 kk ，得 00 , yx 的关系，即轨迹方程。

当 k不存在时，P(a,b)、(-a,b)、(a,-b)、(-a,-b)亦满足。

1.已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的一个焦点为  05， ，离心率为
3
5
。

（1）求椭圆 C的标准方程；

（2）若动点 0 0( , )P x y 为椭圆外一点，且点 P到椭圆 C的两条切线相互垂直，求点 P 的轨迹

方程。

【解析】（1） 1
49

22


yx

。

（2）步骤 1：设直线方程为：当 k存在时，设过 P 点的直线方程为： )( 00 xxkyy  ；

步骤 2：直线与椭圆联立得： 036)(9)(18)49( 2
0000

22  ykxxykxkxk ；

步骤 3：由 0 得：   0429 2
000

22
0  ykyxkx ；

步骤 4：当 92
0 x 时， 1

9
4

2
0

2
0

21 




x
ykk ，得 132

0
2

0  yx ，当 k不存在时，即 92
0 x ，

亦满足。



专题十五 圆锥曲线中轨迹

题型一：定义法求轨迹

【二级结论 1】

一般涉及到动圆与两定圆相切问题．．．．．．．．．．．．．．．(．包括内切、外切．．．．．．．)．，利用定义求圆心轨迹，轨迹为椭圆．．．．．．．．．．．．．．．．

或双曲线，主要确定和还是差能消去动圆半径．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．r．。．

1.与两圆
2 2 2 21, 8 12 0x y x y x      都外切的圆的圆心在 ( )

A.一个椭圆上 B.双曲线的一支上 C.一条抛物线上 D.一个圆上

【解析】选 B

2.已知圆
2 2: ( 1) 1M x y   ，圆

2 2: ( 1) 9N x y   ，动圆 P 与圆 M外切并 且与圆 N

内切，圆心 P 的轨迹为曲线 C。

（1）求 C的方程；

（2）l是与圆 P，圆 M都相切的一条直线，l与曲线 C交于 A、B两点，当圆 P 的半径最长

时，求 | |AB

【解析】（1）设圆 P 的半径为 r， 1 rPM ， rPN  3 ， 4 PNPM ，动点 P 到两

定点 M、N距离之和等于定值 4，所以 P 的轨迹是以 M、N为焦点的椭圆， 2a ， 1c ，

C的方程为： )2(1
34

22

 xyx
。

（2）从图得半径最长时圆的方程为： 4)2( 22  yx ，公切线有三条：

2
4
2,0  xyx ，与椭圆联立，代入弦长公式得弦长分别为： 32 ，

7
18



【二级结论 2】

如图，圆O的半径为定长 r，A是圆 O 内一个定点，P 是圆上的动点，线段 AP 的垂直平分

线 l和半径 OP 相交于点 Q，当点 P 在圆上运动时，点 Q 的轨迹是以 O、A为焦点，r 为长轴

长的椭圆。

1.已知 





 0,

2
1A ，B是圆 :F 4

2
1 2

2







  yx (F为圆心)上一动点，线段 AB的垂直平

分线交 BF于 P，则动点 P 的轨迹方程为 。

【解析】 ,A F 关于原点对称， 2FB PB PF   ， PA PB ， 2PA PF  ，点 P

到两定点 A、F距离之和为定值 2 1AF  ，动点 p 的轨迹是以 A、F为焦点，以 2为 2a的

椭圆，即
1 31, ,
2 2

a c b   ，所以椭圆方程为：
2

2 4 1
3
yx   。

【二级结论 3】

如图，圆 O 的半径为定长 r，A是圆 O 外一个定点，P 是圆上的动点，线段 AP 的垂直平

分线 l和直线 OP 交于点 Q，当点 P 在圆上运动时，点 Q 的轨迹是以 O、A为焦点，r 为实轴

长的双曲线。



【二级结论 4】

已知定点 F和定直线 l，F不在直线 l上，动圆 M 过 F且与直线 l相切，则圆心 M的轨迹

是一条抛物线。

1.点 M与点 F(4,0)的距离比它到直线 : 6 0l x   的距离小 2，求点 M的轨迹方程。

【解析】转化为点 M到定点(4,0)的距离等于到定直线 x=-4 的距离，即
2 16y x 。

2.设圆C与圆
2 2( 3) 1x y   外切,与直线 0y  相切,则C的圆心轨迹为 ( )

A.抛物线 B.双曲线 C.椭圆 D.圆

【解析】方法一：设圆心为(x,y)，半径为 r，则有   13 22  ryx ， ry  ，消去 r，

选 A。

方法二：转化为圆心到定点(0,3)的距离等于到定直线 y=-1 的距离，选 A。

题型二：直接法求轨迹。

设动点坐标（x，y），写出动点的几何关系，转化为方程，建立 x、y的关系。

1. ABC 两个顶点 A、B的坐标分别是    6,0 , 6,0 ，AC、BC所在直线的斜率之积等于

4
9

 ，求顶点 C的轨迹方程。

【解析】
2 2

1( 0)
36 16
x y y   。

2.已知 ABC 的两个顶点 A、B的坐标分别是    5,0 , 5,0 ，且 AC，BC所在直线的斜率

之积等于 ( 0)m m  ，试探求顶点 C的轨迹。

【解析】当 0m  时，点 C 的轨迹是椭圆  1m   、或者圆  1m   ，并除去两点

   5,0 , 5,0 ；当 0m 

时，点 C的轨迹是双曲线，并除去两点    5,0 , 5,0 。



二级结论：

BA, 是曲线．．． 122  nymx 上关于原点对称的两点，曲线上任意一点．．．．．．．．．．．．．．．．．．P 满足：．．．

n
mkk PBPA  。．

两类型题：

①求轨迹，代入关系化简，但一定要注意挖去两定点。

②求定值(直接利用结论)。

1.已知椭圆C的中心为直角坐标系 xOy的原点，焦点在 x轴上，它的一个顶点到两个焦点

的距离分别是 7和 1。

（1）求椭圆 C的方程；、

（2）若 P 为椭圆 C上的动点，M为过 P 且垂直于 x轴的直线上的点，
OP
OM

 ，求点 M

的轨迹方程，并说明轨迹是什么曲线。

【解析】（1）a+c=7，a-c=1，得 a=4，c=3，所以椭圆的方程为：
2 2

1
16 7
x y

  。

（2）设  ,M x y ,  4,4x  ，由已知

2
2

2

OP
OM

 及点 P 在椭圆 C上得
2

2
2 2

9 112
16( )
x
x y





，

整理得：  2 2 2 2(16 9) 16 112, 4,4x y x      ，(ⅰ)当
3
4

  时，
4 7
3

y   ，轨迹

是两条平行于 x轴的线段；

(ⅱ)当
3
4

  时，方程变形为  
2 2

2 2

1, 4,4112 112
16 9 16

x y x

 

   



，当
30
4

  时，点 M的

轨迹为中心在原点、实轴在 y轴上的双曲线满足 4 4x   的部分；当
3 1
4

  时，点M

的轨迹为中心在原点、长轴在 x轴上的椭圆满足 4 4x   的部分，当 1  时，点 M的轨

迹为中心在原点、长轴在 x轴上的椭圆。



题型三：代换法（相关点法）求轨迹

已知点的轨迹确定，所求点与已知点有相关关系，用代换法求轨迹。

步骤

步骤 1：设点：设所求点坐标（x，y），已知点坐标（x0，y0）；

步骤 2：建立坐标关系：建立 x、y与 x0、y0的关系；

步骤 3：代换：把已知点方程中的 x0、y0代换为 x、y。

题型四：参数法求轨迹

步骤

步骤 1：选中间变量 t作为参数；

步骤 2：与 t建立关系：
 
 







tgy
tfx
；


