
2023-2024 学年秋学期高三年级期初调研考试 

数学学科试卷 

时间： 120 分钟  满分：150 分 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是

符合题目要求的. 

1. 已知集合 {1,2,3}A = ，

2
0,

x
B x x Z

x

− 
=   
 
∣

，则 A B =（    ） 

A. {1,2}  B. {0,1,2,3}  C. {1,2,3}  D. {0,1,2}  

【答案】C 

【详解】由题意可得：  
2

| 0, 1, 2
x

B x x Z
x

− 
=   = 
 

 

又 {1,2,3}A =  

∴ A B =  1 2 3，，  

故选：C 

【点睛】本题考查并集的概念及运算，考查分式不等式的解法，属于基础题. 

2. 已知复数
2 i

3 4i
z

−
=

+
， 则 | |z =（    ） 

A. 5  B. 
5

5
 C. 

1

5
 D. 

2

2
 

【答案】B 

【详解】因为
( )( )

( )

2 i 3 4i2 i 2 11
i

3 4i 3 4i (3 4i) 25 25
z

− −−
= = = −

+ + −
 

则
2 11

i
25 25

z = + ，所以

2 2
2 11 5

25 25 5
z

   
= + =   

   
 

故选:B. 

3. 已知等比数列 na 的前 n 项和为 nS ，且 32S ， 53S ， 64S 成等差数列，则数列 na 的公比 q =（    ） 

A. 1 或
1

2
−  B. 1− 或

1

2
 C. 

1

2
−  D. 

1

2
 

【答案】A 



【详解】∵ 32S ， 53S ， 64S 成等差数列，∴ 5 3 66 2 4S S S= + ， 

即 ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 1 2 3 1 2 3 4 5 66 2 4a a a a a a a a a a a a a a+ + + + = + + + + + + + + ， 

整理得 4 5 4 5 66 6 4 4 4a a a a a+ + += ，即 6 5 44 2 2 0a a a− − = ， 

∵ 4 0a  ，∴ 22 1 0q q− − = ，解得 1q = 或
1

2
q = − . 

故选：A． 

4. 若双曲线 2 28 8ky x− = 的焦距为 6，则该双曲线的离心率为（    ） 

A. 
3 2

4
 B. 

3

2
 C. 3 D. 

10

3
 

【答案】A 

【详解】因为 2 28 8ky x− = 为双曲线，所以 0k  ，化为标准方程为：

2 2

1
8 1

y x

k

− =
. 

由焦距为 6 可得：
8

1 3c
k

= + = ，解得：k=1. 

所以双曲线为
2 2

1
8 1

y x
− = . 

所以双曲线的离心率为
3 3 2

48

c
e

a
= = = . 

故选：A 

5. 向量旋转具有反映点与点之间特殊对应关系的特征，在电子信息传导方面有重要应用.平面向量旋转公

式在中学数学中用于求旋转相关点的轨迹方程具有明显优势，已知对任意平面向量 ( ),AB x y
→

= ，把 AB
→

绕

其起点沿逆时针方向旋转 角得到向量 ( )cos sin , sin cosAP x y x y   
→

= − + ，叫做把点 B绕点 A沿逆时针

方向旋转 角得到点 P.已知平面内点 ( )1, 2A ，点 ( )1 2,2 2 2B + − ，把点 B绕点 A沿顺时针方向旋转

4


后得到点 P，则点 P的坐标为（    ） 

A. ( )2,1−  B. ( )4,1  C. ( )2, 1-  D. ( )0, 1−  

【答案】D 

【详解】解：由题意可知 ( )2, 2 2AB
→

= − ，把点 B 绕点 A逆时针方向旋转
7π

4
，得到点 P ， 



设 ( ),P x y ，则 ( )
7π 7π 7π 7π

2 cos 2 2 sin , 2 sin 2 2 cos 1, 3
4 4 4 4

AP
→  

= + − = − − 
 

， 

所以
1 1

2 3

x

y

− = −


− = −
，解得 0x = ， 1y = − ， 

所以点 P 的坐标为( )0, 1- ， 

故选：D. 

6. 已知
3

cos , 0,
12 5 2

 
 
   

+ =    
   

，则cos
3



 

+ = 
 

（    ） 

A. 
3 4 3

10

−
 B. 

4

5
 C. 

2

10
−  D. 

2

10
 

【答案】C 

【详解】解：因为 0,
2




 
 
 

，所以
7

,
12 12 12

  


 
+  

 
，又

3
cos

12 5



 

+ = 
 

， 

所以 2sin 1 cos
12 12 5

4 
 
   

+ = − + =   
   

， 

所以cos cos
3 412

  
 

    
+ = + +    

    
 

cos cos sin sin
4 2 412 1

   
 
   

= + − +   
   

 

3 2 4 2 2

5 2 5 2 10
=  −  = −  

故选：C 

7. 已知函数 ( ) ( )sinf x x = + （ 0  ，
π

0
2

  ）的部分图象如图所示，则 ( )πf 的值为（    ） 

 

A. 
3

2
 B. 

2

2
 C. 

1

2
 D. 

3

2
−  



【答案】C 

【详解】由 ( )
3

0 sin
2

f = = ，
π

0
2

  ，得
π

3
 = ， 

由
4π π

π, Z
15 3

k k  + =  ，又 0  ，得
15 5

, N
4 4

k k = −  ， 

观察图象知，

1 2π 4π

4 15

1 2π 4π

2 15






 


  


，解得
15 15

8 4
  ，则

5
1,

2
k = = ， 

因此， ( )
5 π

sin( )
2 3

f x x= + ，所以 ( )
5 π π π 1

π sin( π ) sin( )
2 3 2 3 2

f = + = + = ． 

故选：C 

8. 若关于 x的方程
1e

0
e e

x

x x

x
m

x

+

+ + =
+

有三个不等的实数解 1 2 3, ,x x x ，且 1 2 30x x x   ，其中 Rm ，

e 2.71828= 为自然对数的底数，则
31 2

2

31 21 1 1
e e e

xx x

xx x     
+ + +    

    
的值为（    ） 

A. e  B. 2e  C. e 1+  D. ( )
2

e 1+  

【答案】B 

【详解】解：由关于的 x 方程

1e e
0 0

e e e
1

e

x

x x x

x

x x
m m

xx

+

+ + =  + + =
+

+
， 

令
ex

x
t= ，则有

2e
0 ( 1) e 0

1
t m t m t m

t
+ + =  + + + + =

+
， 

令函数 ( )
ex

x
g x = ，则

1
( )

ex

x
g x

−
 = ， 

当 1x  时 ( ) 0g x  ，当 1x  时 ( ) 0g x  ， 

( )g x 在 ( ,1)− 上单调递增，在 (1, )+ 上单调递减， 

其图象如下： 



 

 

要使关于 x 的方程
1e

0
e e

x

x x

x
m

x

+

+ + =
+

有 3 个不相等的实数解 1
x ， 2
x ， 3x ， 

且 1 2 30x x x   ， 

结合图象可得关于 t 的方程 2 ( 1) e 0t m t m+ + + + = 一定有两个实根 1t ， 2 1 2( 0 )t t t  ， 

且
1

1
1

ex

x
t= ，

32

32
2

e e
xx

xx
t= = ，由韦达定理知， 1 2 ( 1)t t m+ = − + ， 1 2 et t m= + ， 

1 2 3

2 231 2
1 2( 1) ( 1)( 1) [( 1)( 1)]

e e e
x x x

xx x
t t + + + = + + ， 

又 1 2 1 2 1 2( 1)( 1) ( ) 1 (e ) (1 ) 1 et t t t t t m m+ + = + + + = + − + + = ， 

可得
1 2 3

2

231 21 1 1 e
e e e

x x x

xx x     
+ + + =    

    
， 

故选：B． 

二、多项选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分.在每小题给出的选项中，有多项符合

题目要求.全部选对的得 5 分，部分选对的得 2 分，有选错的得 0 分. 

9. 已知 0a  ， 0b  ， 2 1a b+ = ，下列结论正确的是（    ） 

A. 
1 2

a b
+ 的最小值为 9 B. 2 2a b+ 的最小值为

5

5
 

C. 2 2log loga b+ 的最小值为 3−  D. 2 4a b+ 的最小值为2 2  

【答案】AD 

【详解】因为 0a  ， 0b  ， 2 1a b+ = ， 



所以 ( )
1 2 1 2 2 2 2 2

2 5 5 2 9
b a b a

a b
a b a b a b a b

 
+ = + + = + +  +  = 

 
， 

当且仅当
2 2b a

a b
= ，即

1

3
a b= = 时取等号，

1 2

a b
+ 取得最小值 9，故 A 正确； 

( )
2

22 2 2 2 2 1
1 2 5 4 1 5

5 5
a b b b b b b

 
+ = − + = − + = − + 

 
， 

根据二次函数的性质可知，当
2

5
b = ，

1

5
a = 时， 2 2a b+ 取得最小值

1

5
，故 B 错误； 

因为1 2 2 2a b a b= +   ，即
1

8
ab  ， 

当且仅当
1

2
2

a b= = ，即
4

,
1 1

2
a b= = 时取等号， 

所以 2 2 2 2

1
log log log log 3

8
a b ab+ =  = − ，即 2 2log loga b+ 最大值 3− ，故 C 错误； 

22 4 2 2 4 2 2 2 2a b a b a b++   = = ，当且仅当
1

2
2

a b= = ，即
4

,
1 1

2
a b= = 时取等号，此时2 4a b+ 取

得最小值2 2 ，故 D 正确． 

故选：AD． 

10. “天宫课堂”是为发挥中国空间站的综合效益，推出的首个太空科普教育品牌.为了解学生对“天宫课堂”

的喜爱程度，某学校从全校学生中随机抽取 200 名学生进行问卷调查，得到以下数据，则（    ） 

 喜欢天宫课堂 
不喜欢天宫课

堂 

男生 80 20 

女生 70 30 

参考公式及数据：①
( )

( )( )( )( )

2

2
n ad bc

a b c d a c b d


−
=

+ + + +
，n a b c d= + + + .②当 0.05 = 时，

3.841x = . 

A. 从这 200 名学生中任选 1 人，已知选到的是男生，则他喜欢天宫课堂的概率为
2

5
 

B. 用样本的频率估计概率，从全校学生中任选 3 人，恰有 2 人不喜欢天宫课堂的概率为
9

64
 

C. 根据小概率值 0.05 = 的独立性检验，认为喜欢天宫课堂与性别没有关联 



D. 对抽取的喜欢天宫课堂的学生进行天文知识测试，男生的平均成绩为 80，女生的平均成绩为 90，则参

加测试的学生成绩的均值为 85 

【答案】BC 

【详解】对于 A：从这 200 名学生中任选 1 人，已知选到的是男生，则他喜欢天宫课堂的概率

80 4

80 20 5
P = =

+
，故 A 错误； 

对于 B：样本中喜欢天宫课堂的频率
80 70 3

200 4

+
= ，从全校学生中任选 3 人， 

恰有 2 人不喜欢天宫课堂的概率

2

2

1 3

3 3 9
C 1

4 4 64
P

 
= −  = 

 
，故 B 正确； 

对于 C：因为
( )

2

2
200 80 30 70 20 8

2.667 3.841
100 100 150 50 3


 − 

= =  
  

， 

所以根据小概率值 0.05 = 的独立性检验，认为喜欢天宫课堂与性别没有关联，故 C 正确； 

对于 D：抽取的喜欢天宫课堂的学生男、女生人数分别为80、70 ， 

又男生的平均成绩为80，女生的平均成绩为90，所以参加测试的学生成绩的均值为

80 80 70 90 254

80 70 3

 + 
=

+
，故 D 错误； 

故选：BC 

11. （多选题）如图，正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 的棱长为a，线段 1 1B D 上有两个动点E ，F ，且

2

2
EF a= ，以下结论正确的有（    ） 

 

A. AC BE⊥  

B. 点A 到平面BEF 的距离为定值 

C. 三棱锥 A BEF− 的体积是正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 体积的
1

12
 

D. 异面直线 AE ， BF 所成的角为定值 



【答案】ABC 

【详解】解：对于A ，根据题意， AC BD⊥ ， 1AC DD⊥ ，且 1BD DD D= ，所以 AC ⊥平面

1 1BDD B ，而BE 平面 1 1BDD B ，所以 AC BE⊥ ，所以A 正确； 

对于 B ，A 到平面 1 1CDD C 的距离是定值，所以点A 到 BEF 的距离为定值，所以 B 正确； 

对于C ，三棱锥 A BEF− 的体积为

3

1

1 1 1 1 2 2 1
45

3 2 3 2 2 2 12
A BEFV EF AB BB sin a a a a− =      =      = ，三棱锥 A BEF− 的体积是正方

体 1 1 1 1ABCD A B C D− 体积的
1

12
，所以C 正确； 

对于D，当点 E在 1D 处，F为 1 1D B 的中点时，异面直线 AE，BF所成的角是 1FBC ，当E 在 1 1D B 的中

点时，F在 1B 的位置，异面直线 AE，BF所成的角是 1EAA ，显然两个角不相等，命题D错误； 

故选： ABC ． 

12. 已知0 e sin e siny xx y x y   ， ＝ ，则（    ） 

A. sin sinx y    B. cos cosx y −    C. sin cosx y    D. cos sinx y    

【答案】ABC 

【详解】由题意，0 e sin e siny xx y x y   ， ＝ ，得 0y x−   ， 

e sin

e sin

y

x

y

x
= ， e 1y x−  ，∴

sin
1

sin

y

x
 ，∴sin siny x ，A 对； 

e e

sin sin

y x

y x
= ，令

e
( ) , (0, )

sin

x

f x x
x

=  ，即有 ( ) ( )f x f y= ， 

令
2

e (sin cos )
( ) 0,

sin 4

x x x
f x x

x


= =

−
= ， 

( )f x 在 0,
4

 
 
 

上递减，在 ,
4




 
 
 

上递增， 

因为 ( ) ( )f x f y=  ，∴0
4

x y


    ， 

作出函数
e

( ) , (0, )
sin

x

f x x
x

=  以及 sin , [0, ]y x x =   大致图象如图： 



   

则
3

0 sin sin
4

y y x  −  ， ，∴sin( ) siny x −  ，结合图象则 y x −  ， 

∴cos( ) cosy x −  ，∴cos cosx y − ，B 对； 

结合以上分析以及图象可得
2

x y


+  ，∴
2

x y


 − ， 

且 ,
4 2 2 4

y y
   

  −  −   ， 

∴ sin sin cos
2

x y y
 

 − = 
 

，C 对； 

由 C 的分析可知，
2 2 4

y x
  

−  −   ， 

在区间[ , ]
2 4

 
−  上，函数 cosy x=  不是单调函数，即cos( ) cos

2
y x


−  不成立，即sin cosy x 不成

立，故 D 错误； 

故选：ABC． 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分. 

13. 已知“
21

[ 2] 1 0
2

x , ,x mx  − +  ”是假命题,则实数m 的取值范围为________. 

【答案】 ( ,2)−  

【详解】解：由题意可知，
21

[ 2] 1 0
2

x , ,x mx  − +  是真命题 

1
m x

x
  + 对

1
[ 2]

2
x ,  恒成立， 

令 ( )
1

g x x
x

= +  

( ) 2

1
1g x

x
 = −  

令 ( ) 0g x  则1 2x  ；令 ( ) 0g x  则
1

1
2

x  ； 

即 ( )
1

g x x
x

= + 在
1

,1
2

 
 
 

上单调递减， ( )1, 2 上单调递增； 

( ) ( )
min

1
1 1 2

1
g x g = = + =  



2m ∴  

故答案为： ( ,2)−  

14. 数据23,76,45,37,58,16,28,15,53,24,42,36 的第 25 百分位数是__________. 

【答案】23.5  

【详解】先按照从小到大排序：15,16,23,24,28,36,37,42,45,53,58,76 ，共 12 个数据，12 25% 3 = . 

第 3，4 个数据分别为23,24,则第 25 百分位数为
23 24

23.5
2

+
= ， 

故答案为：23.5 . 

15. 已知随机变量 ,X Y ，其中 ( ) ( ) ( )21
6, , , , , ( 2) 0.3

3
X B Y N E X E Y P Y 

 
  =  = 

 
，则

( 6)P Y  = ___________. 

【答案】0.2 

【详解】因为
1

6,
3

X B
 
 
 

，所以 ( )
1

6 2
3

E X =  = ， 

因为 ( )2,Y N   ，所以 ( )E Y = ， 

又因为 ( ) ( )E X E Y= ，所以 2 = ， 

因为 ( )2,Y N   ，所以 ( 2) 0.5P Y  = ，且 ( 6) ( 2)P Y P Y =  − ， 

又因为 ( 2) 0.3P Y  = ，所以 ( 2) 0.2P Y  − = ，所以 ( 6) 0.2P Y  = . 

故答案为：0.2. 

16. 定义在实数集R 上的偶函数 ( )f x 满足 2( 2) 2 4 ( ) ( )f x f x f x+ = + − ，则 (2021)f = ____________. 

【答案】2 2+  

【详解】因为 2( 2) 2 4 ( ) ( )f x f x f x+ = + − ， 

所以 2( 2) 2 4 ( ) ( )f x f x f x+ − = − ， 

即 2 2( ( 2) 2) 4 ( ) ( )f x f x f x+ − = − ， 

即
2 2( 2) 4 ( 2) ( ) 4 ( ) 4f x f x f x f x + − + = − − −  ， 

令 2( ) ( ) 4 ( )g x f x f x= − ，则 ( 2) ( ) 4g x g x+ = − − ， 



所以 ( 4) ( 2) 4 ( )g x g x g x+ = − + − =  

故函数 ( )g x 的周期为 4， 

所以 (2021) (4 505 1) (1)g g g=  + = ， 

又因为 ( )f x 是偶函数，则 2( ) ( ) 4 ( )g x f x f x= − 为偶函数， 

又因为 (1) ( 1) 4g g= − − − ，所以 (1) 2g = − ，即 2(2021) 4 (2021) 2f f− = − ， 

解得 (2021) 2 2f =  ， 

又 2( 2) 2 4 ( ) ( ) 2f x f x f x+ = + −  ， 

即 (2021) 2f  ，即 (2021) 2 2f = + . 

故答案为：2 2+  

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤. 

17. 在 ABC 中，cos ( 3 sin ) sin cosB a b C b B C− =  

（1）求 B ； 

（2）若 2 ,c a ABC= 的面积为
2 3

3
，求 ABC 的周长． 

【答案】（1）
π

3
     

（2）2 3 2+  

【小问 1 详解】 

由 cos ( 3 sin ) sin cosB a b C b B C− = ,及正弦定理得 23cos sin sin sin cos sin cosB A B C B B C− = ， 

即得 ( )23cos sin sin cos sin sin cos sin sin cos cos sinB A B C B C B B B C B C= + = + ， 

又因为 ABC 中, ( )sin sinB C A+ = ， 

所以 3cos sin sin sinB A B A= , 

又因为sin 0A  ,所以sin 3cosB B= 即 tan 3B = ． 

又 ( )0, πB ，故
π

3
B = ． 

【小问 2 详解】 



由题意，
1 2 3

sin
2 3

ac B = ，故 2 3 2 3

2 3
a  = ， 

即
2 3

3
a = ，故

4 3
2

3
c a= = ， 

由余弦定理

2 2

2 2 3 4 3 2 3 4 3 1
2

3 3 3 3 2
b

       
= + −                 
       

，解得 2b = . 

故三角形 ABC 的周长为
2 3 4 3

2 2 3 2
3 3

+ + = +  

18. 已知等差数列 na 和等比数列 nb 满足 1 1 1 2 3 1 9 61, ,15a b a a b a a b= = + = + = . 

（1）求数列 na 和 nb 的通项公式； 

（2）记 2 1logn nc b += ，求数列

2

1

n

n n

c

a a +

 
 
 

的前n 项和 nS . 

【答案】（1）
12 1, 2n

n na n b −= − =      

（2）
2

4 2
n

n n
S

n

+
=

+
 

【小问 1 详解】 

设 na 公差为  , nd b 公比为q，则 

2

5

1 1

15 1 8

d q

d q

 + + =


+ + =
，解得 2, 2q d= = ； 

( ) 11 2 1 2 1, 2n

n na n n b − = + − = − = . 

【小问 2 详解】 

∵ 2log 2n

nc n= = ， 

∴
( )( )

2 2

1 2 1 2 1

n

n n

c n

a a n n+

=
− +

( )2

2

1 1
4 1

4 4

4 1

n

n

− +

=
−

1 1 1 1

4 8 2 1 2 1n n

 
= + − 

− + 
. 

1 1 1 1 1 1 1
1

4 8 3 3 5 2 1 2 1
nS n

n n

 
 = + − + − + + − 

− + 
 

1 1 1
1

4 8 2 1
n

n

 
= + − 

+  ( )4 4 2 1

n n

n
= +

+

2

4 2

n n

n

+
=

+
 

19. 如图 1，在 ABC 中， 2AC = ， 90ACB = ， 30ABC = ，P是 AB 边的中点，现把 ACP△ 沿



CP 折成如图 2 所示的三棱锥 A BCP− ，使得 10AB = . 

     

（1）求证：平面 ACP ⊥平面BCP； 

（2）求二面角B AC P− − 的余弦值. 

【答案】（1）证明见解析     

（2）
3 13

13
 

【小问 1 详解】 

在图 1 中作 AO CP⊥ ，交CP于O，连接OB ，  

∵ 2AC = ， 90ACB = ， 30ABC = ，P是 AB 边的中点， 

∴
1 1

2 3, 4, 2, 2
2 2

BC AB AP AB CP AB= = = = = = ， 

∴ ACP△ 是等边三角形， 

∴
1

3, 1
2

AO OC CP= = = ， AO CP⊥ ， 

在 OBC△ 中，由余弦定理得 2 3
1 12 2 1 2 3 7

2
OB = + −    = ， 

在图 2 中，∵ 10AB = ，∴ 2 2 2AO OB AB+ = ，∴ AO OB⊥ ．  

又CP 平面BCP，BC 平面BCP，CP BC C= ， 

∴ AO ⊥平面BCP，又 AO 平面 ACP ， 

∴平面 ACP ⊥平面BCP； 

【小问 2 详解】 

以 O为原点，以OC 、OE 、OA为坐标轴建立空间直角坐标系O xyz− ，如图所示： 

则 ( ) ( )
3

0,0, 3 , 1,0,0 , 0, ,0
3

A C E
 
  
 

， 

∴ ( )1,0, 3AC = − ，
3

0, , 3
3

AE
 

= −  
 

，  



设平面 ABC的法向量为 ( ), ,m x y z= ， 

( )
3 0

0
3,3,13

0 3 0
3

x z
m AC

m
m AE y z

 − =
  = 

  = 
 = − = 



， 

∵OE ⊥平面 ACP ，∴ ( )0,1,0n = 为平面 ACP 的一个法向量， 

∴
3 3 13

cos ,
1313 1

m n
m n

m n


  = = =


， 

由图可知二面角B AC P− − 为锐角， 

∴二面角B AC P− − 的余弦值为
3 13

13
．  

   

20. 现有甲、乙、丙、丁等 6 人去参加新冠疫苗的接种排队，有 A、B、C、D 4 个不同的窗口供排队等候接

种，每个窗口至少有一位同学等候． 

（1）求甲、乙两人在不同窗口等候的概率； 

（2）设随机变量 X表示在窗口 A排队等候的人数，求随机变量 X的期望． 

【答案】（1）
11

13
     

（2）
3

2
 

（2）先写出随机变量 X 的取值，再求出对应随机变量的概率，再根据期望公式进行求解 ( )E X ． 

【小问 1 详解】 

解：总数为

2 2
3 46 4
6 42

2

C C
C A 1560

A


+ =


 
 

， 

其中甲乙排在一起的情况为：
1 2 4

4 4 4(C C ) A 240+ = ， 

故甲、乙两人在不同窗口等候的概率为
1560 240 11

1560 13

−
= ； 

【小问 2 详解】 



解： X 可取1,2,3， 

( )
2 2 3

6 4 3C C A 9
2

1560 26
P X = = = ， 

( )
3 3

6 3C A 1
3

1560 13
P X = = = ， 

( ) ( ) ( )
15

1 1 2 3
26

P X P X P X= = − = − = = ， 

所以 ( )
15 9 1 3

1 2 3
26 26 13 2

E X =  +  +  = . 

21. 已知椭圆
2

2 1
4

x
y+ = 的左右顶点为 A、B，直线 l： 1x = .已知 O为坐标原点，圆 G过点 O、B交直线 l

于 M、N两点，直线 AM、AN分别交椭圆于 P、Q. 

 

（1）记直线 AM，AN的斜率分别为 1k 、 2k ，求 1 2k k 的值； 

（2）证明直线 PQ过定点，并求该定点坐标. 

【答案】（1） 1 2

1

9
k k = −      

（2）证明见解析，
10

,0
13

 
 
 

 

【小问 1 详解】 

由已知可得 MN为圆 G的直径，所以OM ON⊥ ，则 1OM ONk k = − ， 

根据题意不妨设 ( )1,M m ， ( )1,N n ， ( )2,0A −  则 1mn = − ，所以

( ) ( )
1

1 2 1 2 3 3 9
AM AN

m n m n
k k =  =  = −

− − − −
，所以 1 2

1

9
k k = − . 

【小问 2 详解】 



证明：当直线 PQ的斜率存在时， 

设直线 PQ的方程为 y kx m= + ， ( )1 1,P x y ， ( )2 2,Q x y ， 

联立 2 24 4

y kx m

x y

= +


+ =
，得 ( ) ( )2 2 21 4 8 4 4 0k x kmx m+ + + − = ，所以 1 2 2

8

1 4

km
x x

k
+ = −

+
，

2

1 2 2

4 4

1 4

m
x x

k

−
=

+
， 

( )( ) ( )
2 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2 2

4

1 4

m k
y y kx m kx m k x x km x x

k

−
= + + = + + =

+
， 

所以
( )( )

( )1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

1
9 2 4 0

2 2 9
AP AQ

y y
k k y y x x x x

x x
 = = −  + + + + =

+ +
， 

所以

2 2 2
2 2

2 2 2

4 4 4 8
9 2 4 0 13 16 20 0

1 4 1 4 1 4

m k m km
m km k

k k k

− −  
 + + − + =  − − = 

+ + + 
， 

( )( )13 10 2 0m k m k+ − = 即
10

13
m k= − ，或 2m k= ， 

当
10

13
m k= − 时，直线 l的方程为

10

13
y k x

 
= − 

 
，过定点

10
,0

13

 
 
 

， 

当 2m k= 时，直线 l的方程为 ( )2y k x= + ，过定点 ( )2,0A − ，舍去.     

当直线 PQ斜率不存在时， ( )1,1M ， ( )1, 1N − ， ( )2,0A − ， 

直线 AM 方程是 ( )
1

2
3

y x= + 与椭圆方程
2

2 1
4

x
y+ = 联立得

10 12
,

13 13
P
 
 
 

，同理得
10 12

,
13 13

Q
 

− 
 

，此时直

线 PQ的方程是
10

13
x = ，过定点

10
,0

13

 
 
 

， 

综上可知，直线 PQ过定点，该定点坐标是
10

,0
13

 
 
 

. 

22. 已知函数 ( ) ( ) ( )e e 1 Rx xf x a a x a−= − − +  ， ( )f x 既存在极大值，又存在极小值. 

（1）求实数a的取值范围； 

（2）当0 1a  时， 1
x 、 2
x 分别为 ( )f x 的极大值点和极小值点，且 ( ) ( )1 2 0f x kf x+  ，求实数 k 的取

值范围. 

【答案】（1） ( ) ( )0,1 1,+ ；     

（2） ( , 1− − . 

【小问 1 详解】 



解：由 ( ) ( )e e 1x xf x a a x−= − − + 可得 ( ) ( )
( )2e 1 e 1

e e 1
e

x x

x x

x

a a
f x a a−

− + +
 = + − + =  

( )( )e 1 e 1

e

x x

x

a − −
= ， 

因为函数 ( )f x 既存在极大值，又存在极小值，则 ( ) 0f x = 必有两个不等的实根，则 0a  ， 

由 ( ) 0f x = 可得 1 0x = ， 2 lnx a= − ，所以， ln 0a−  ，解得 0a  且 1a  . 

因此，实数a的取值范围是 ( ) ( )0,1 1,+ . 

【小问 2 详解】 

解： 0 1a  ，则 ln 0a−  . 

由 ( ) 0f x  可得0 lnx a  − ，此时函数 ( )f x 单调递减， 

由𝑓 ′(𝑥) > 0可得 0x  或 lnx a − ，则函数 ( )f x 的增区间为 ( ),0− 和 ( )ln ,a− + ， 

所以， 1 0x = ， 2 lnx a= − ，则 ( )1 1f x a= − ， ( ) ( )2 1 1 lnf x a a a= − + + ， 

由题意可得 ( )1 1 1 ln 0a k a a a− + − + +    对任意的 ( )0,1a 恒成立， 

由于此时 ( ) ( )2 1 0f x f x  ，则 0k  ， 

所以， ( ) ( )( )1 ln 1 1k a a k a+  − − ，则
1 1

ln 1
1

a
a

k a

− 
 −  

+ 
， 

构造函数 ( )
1 1

ln 1
1

x
g x x

k x

− 
= − −  

+ 
，其中0 1x  ， 

则 ( )
( )

( )

( ) ( )

2
2

2 2 2

1 21 2 1 1
1 1 2

1
1 1 1

x x x x
k kg x

x k x x x x x

 
+ − − + + 

    = − −  = = 
  + + +

， 

令
2 2

1 0x x
k

+ + = ，则
( )2

2 2

4 14
4

k

k k

−
 = − = . 

①当 1k  − 时， 0  ，所以 ( ) 0g x  ， ( )g x 在 ( )0,1 上单调递增， 

所以 ( ) ( )1 0g x g = ，即
1 1

ln 1
1

a
a

k a

− 
 −  

+ 
，符合题意； 

②当 1 0k−   时， 0  ，设方程
2 2

1 0x x
k

+ + = 的两根分别为 3x 、 4x ， 



则 3 4

2
0x x

k
+ = −  ， 3 4 1x x = ，设 3 40 1x x   ， 

则当 3 1x x  时， ( ) 0g x  ，则 ( )g x 在 ( )3 ,1x 上单调递减， 

所以当 3 1x a  时， ( ) ( )1 0g a g = ，即
1 1

ln 1
1

a
a

k a

− 
 −  

+ 
，不合题意. 

综上所述， k 的取值范围是 ( , 1− − . 

 

 

 


